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PREFAŢĂ 


Soluţia unei probleme trebuie privită ca o sursă de metode şi idei care se 
vor dovedi utile şi în alte imprejurari.Dintr-o problemă elevul trebuie sa obțină şi 
să retina cat mai multe informații . 

Pornind de la aceste motive, cartea de fata se adresează elevilor care se 
pregâtesc pentru concursurile de matematica.Problemele selectate sunt 
problemele originale ale autorului - în marea lor majoritate publicate — in carti şi 
reviste de specialitate ca: „Matematică de vacanță”, "Gazeta matematică”, 
"Revista matematică din Timişoara”, "Revista de informare matematică din 
Brasov”, "Să înțelegem matematica” (Bacau), "Recreaţii matematice” (lagi) etc. 

Soluţiile problemelor sunt clare, concise, imediat dupa enunt.Aceasta 
reprezintă de fapt nota de originalitate şi factorul de utilitate al cârţii.Mai spun ca 
lucrarea este utilă şi prin faptul câ are un caracter complet, unitar, conţinând 


probleme din clasele V — XII. 


Berca, 2009 Autorul 


Neculai Stanciu, Berca, Buzău 


Motto: “Aritmetica şi Geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacității 
copilului de a se mira, de a se întreba, de a imagina răspunsuri, de a tatona diferite căi 
de rezolvare, de a stabili punți de legătură cu înțelegerea naturii, a limbajului, a istoriei 
şi geografiei. Dar totul trebuie să se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozitati, in 
aşa fel încât el să accepte ca unică răsplată bucuria, plăcerea de a înţelege, prin paşi 
mărunți, câte ceva din lumea care îl înconjoară şi de a se înţelege pe sine.La întrebarea 
pe care o auzim mereu, din partea unor elevi, dar si din partea unor părinți sau 
educatori:De ce matematică pentru copii care nu-şi propun să devină matematicieni? le 
răspundem: Pentru că matematica este un mod de gândire cu valoare universală şi 
pentru că ea prilejuieşte bucurii spirituale la care orice ființă umană ar trebui să aibă 
acces.În măsura în care adolescenții vor învăţa să se, bucure de frumuseţile 
matematicii, ale ştiinţei, ale artei şi literaturii şi vor simţi nevoia de a le frecventa, ei nu 
vor mai suferi de plictiseală iar tentatia unor activități derizorii, uneori antisociale, va 
scădea” 


Savantul Academician, Solomon Marcus 


Problemă pentru ciclul primar 


La o oră de sport participă elevi din clasa a III-a şi elevi din clasa a IV-a, în total 46. 
Profesorul aşează elevii pe un rând astfel încât între doi elevi de clasa a IV-a să se afle 
doi elevi de clasa a III-a.Să se afle câți elevi sunt în clasa a III-a şi câți elevi sunt în 
clasa a IV-a. 


Solutie.Daca notăm cu a numărul elevilor din clasa a IV-a şi cu b numărul elevilor din 
clasa a III-a din enunț rezultă relațiile: 
a+b=46 şi b=2(a—1).Se obține a =16şi b= 30. 


Problemă pentru ciclul primar, 


Găsiţi numărul abcd :2 ştiind că cifrele sale verifică relaţiile: 
()at+b+c+d =11,(2)b+c+d =7,(3)c+d =7,(4)d =2a-2. 


Solutie.Daca scadem relaţiile (1) şi (2) obţinem a = 4, apoi scădem relațiile (2) şi (3) şi 
rezultă b = 0 .Din (4) avem d = 6, iar din (2) c = 1 .De aici obţinem abcd = 4016. 
Numărul căutat este 2008. 


Problemă pentru ciclul primar, 


Într-o şcoală, în luna mai 2008, raportul fete:băieţi era de 2:3.In prezent, raportul este 
1:2, numărul băieţilor a rămas neschimbat, iar numărul fetelor este cu 10 mai mic.Să se 
afle câte fete şi câți băieţi erau în şcoală în luna mai 2008. 

Dată la Concursul Sclipirea Minţii - 2008 


Probleme rezolvate 


Solutie.Notam cu f numărul fetelor şi cu b numărul baietilor.Deoarece în luna mai 
2008 raportul fete-băieţi era 2:3 „rezultă f = 2k şi b = 3k .Din datele prezente avem 
2(2k — 10) = 3k , de unde k = 20. 
Deci f = 40,b = 60. 

Dată la Concursul “Sclipirea Mintii” 2008 


Problema pentru clasa a V -a, 


Aratati ca fractia: 
a?b+ ab? 


Rae z (Va,b,c,d E N *) este reductibila.Generalizati rezultatul. 
c'd+cd 


Solutie : 


Numerele de forma ab + ab” = ab(a + b) sunt numere pare. 
De aici rezulta ca numaratorul si numitorul fractiei se divide cu 2 


si fractia este reductibila. 


Generalizare : 


2 2 2 2 2 2 
a, b+ab +a,°b, +a,b, +..+a, b, +a,b, 

2 2 2 2 2 2 
c d td +c, d, +c,d, bube d, ted 


m m 


este reductibila (Va,,b, € N*,c,,d, € N*,i € {1,2,...,2}, j e {1,2,...,m}) 


Fractia 


Problema pentru clasa a V-a 


Aratati ca fractia 
a b [i 2 f f 
ee „(a,b e N',c,d e N) nuse simplifică 
ab(a+b) 
printr - un numar par. 
Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10109) 


Solutie: 

Se demonstrează usor ca 3“ + 5° + 7° + 2d este un numar impar 
(se calculeaza ultima cifră a sa), 

iar ab(a + b) un numâr par; deci fractia dată nu se simplifică 


printr - un numar par. 


Neculai Stanciu, Berca, Buzău 


Problema pentru clasa a V-a 


Aratati că fractia 
2005“ + 2007” +1 A Seon citi 
SA sac A n „(a,b € N )nu se simplifica 
ab(a+b) 
printr - un numar par. 
Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9945) 


Solutie: 

Se demonstreaza usor ca 2005“ + 2007” +1 este un numar impar 
(se calculeaza ultima cifra a sa), 

iar ab(a + b) un numar par; deci fractia data nu se simplifica 


printr - un numar par. 


Problema pentru clasa a V-a 


Aratati ca fractia 
a'b+ab' +7" 
c?d + cd? +6” 
(Va,b,c,d,neN;Vme N“). 


, hu se simplifica printr - un numar par 


Solutie : 

Fractia data se scrie : 
ab(a+b)+7" 

cd(c+d)+6” 

ab(a+b) = par, cd(c+d)= par,6" = par, 7" = impar, 


Tinand cont ca: 


obtinem faptul ca numaratorul este un numar impar iar numitorul 
un numar par. 


De aici rezulta ca fractia nu se simplifica printr - un numar par. 


Problema pentru clasa a V-a 


Aratati că fractia 
5°+7°+1 i ae 
„(a,be N`) nu se simplifica printr - un numar par. 
ab(a +b) 


Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9945); Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10295) 
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Probleme rezolvate 


Solutie: 

Se demonstreaza usor ca 5“ + 7° +1 este un numar impar 
(se calculeaza ultima cifra a sa), 

iar ab(a + b) un numar par; deci fractia data nu se simplifica 


printr - un numar par. 


Problema pentru clasa a V-a 


Să se afle x şi y numere naturale astfel încât 


fractia a sa fie echiunitara. 

(x —- DU —2) 
Solutie : 
fractia data este echiunitara daca (x — 1)(y —2) = 3. 
Avem urmatoarele posibilitati : 
lx-l=lsiy-2=30%x%=2s1y=5; 
2.x-l=3siy-2=lox=4siy=3. 
Deci (x, y) € {(2,5),(4,3)}. 


Problema pentru clasa a V-a 


Să se afle x şi y numere naturale astfel încât 


xy-x+2y-2 


fractia sa fie subunitara. 


Solutie: 

Avem xy—x+2y—-—2=x(y-1)+2(y—-1) = (x+2)(y—1). 
Valorile posibile ale produsului (x + 2)(y —1) sunt 0,1 si 2. 
Efectuand calculele obtinem solutiile : 


Ei | = 0 
1. 4 223 . f 
xeN y=2 


Problema pentru clasa a V-a 
Aratati că fractia 
4n+6 


n +n 


(n e N), se poate simplifica. 


Solutie: 
Numitorul se scrie n(n + 1).Produsul a doua numere naturale 


consecutive este par. 
Numaratorul se scrie 2(2n + 3), deci este divizibil cu 2. 


Fractia se poate simplifica cu 2. 


Neculai Stanciu, Berca, Buzău 


Problema pentru clasa a V-a 
Aratati că fractia 


i „(n e N”) se poate simplifica. 
10” -1 
Solutie: 
Observam ca 10” —1 = 10...0—1 = 99...9, deci numitorul se divide 
cu 3 pentru orice n € N; 
fractia se simplifica cu 3. 
Problema pentru clasa a V-a 


Aratati că fractia 
2 a b c 
003° + 2005” + 2007° + 2d (ABE Nade) 
ab(a+b) 
nu se simplifică printr - un numar par. 
Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10109) 


Solutie: 
Se demonstrează usor ca 2003“ + 2005” + 2007° + 2d 
este un numar impar 
(se calculeaza ultima cifră a sa) , 
iar ab(a + b) un numâr par; deci fractia dată nu se simplifică 


printr - un numar par. 


Problemă pentru clasa a V-a 


1 ; 2 
2 ză ii E€ 


— a 
Sa se afle suma numerelor de forma ab cu N. 


a 

Publicată în RMT - nr. 3 / 2006 (VI.204.); G.M. — nr. 9 / 2006 (E: 13267)& Crux 
M391 — aprilie 2009 

Solutie: 

Este necesarcab<a+lsia<b+2,decibe {a-2,a —la,a +1}. 


BAN e eg a 3 e N 
(1) Pentru b =a -2 > = , a-2 g3 
ASE oN Siew 
a 
=3>b=l1l 
>a-2e (1331 
a=5>b=3 


Probleme rezolvate 


atl oy Cd cats, 2 EN 
(2)Pentru b =a -1 > I je os >ae® 
at EN a+ ESEN 
a a a 
a+l 
eN 
(3)Pentrub=a >; f >a=1>b=1 
a+2 
eN 
a 
atl 
eN>leN 
(4)Pentrub=a+1> ae 5 5 
a+ N a+ l4 N 
a a a 
a=]1>b=2 
a=3>b=4 


Asadar, ab e {31,53,11,12,34}si suma ceruta este 141. 
Problemă pentru clasa a V-a, 


Fie A=1-2-3-...-2008.Aflati cel mai mare număr natural n cu proprietatea că 3” 
divide A. 

Publicată în G.M. —nr. 5 / 2007 (E: 13439) 

Solutie. Numărul A conţine 2008 factori.Notăm cu [a] partea întreagă a numărului a. 


Din cei 2008 factori 2] = 669 sunt divizibili cu 3; 2] = 223 sunt divizibili cu 


3? [| =74 sunt divizibili cu |) 


7 = 24 sunt divizibili cu 3* Ei 


243 
2008 
129 


divizibil cu 3” =2187.Avem în total 669+223+74+24+8+2=1000 factori de 
3= n = 1000. 


sunt divizibili cu 3° şi = 2 sunt divizibili cu 3°.Nu avem nici un factor 
Ş 


Problemă pentru clasa a V-a, 
În câte zerouri se termină numărul 4 =1-2-3-...-2007 ?. 


Solutie. Numărul A conţine 2007 factori.Notăm cu [a] partea întreagă a numărului a. 


Din cei 2007 factori EA = 401 sunt divizibili cu s| 207| = 80 sunt divizibili cu 
5? Þa =16 sunt divizibili cu 5°si a = 3 sunt divizibili cu 5f .Nu avem nici 


un factor divizibil cu 5° = 3125.Avem în total 401+80+16+3=500 factori de 5 = 55% 
divide A .Deci A se termină cu 500 de zerouri. 
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Problemă pentru clasa a V-a 


Determinati solutiile naturale ale ecuatiei : 


x(x +1)(x + 7) = 2”. 
Solutie : 


Fiex =2",x+1=2",x+7=2'. 

Rezulta u +v +t = y si 2” -2" = l,respectiv 2' -2" =7 

Ultimile doua relatii se mai scriu 2" (2” * -1) =1si2"(2'“ -1)=7. 
Urmeaza ca u = 0si 2" -1=1respectiv 2'" -1=7, 

de unde v = Osit =3. 


Prin urmare solutia ecuatiei este : x = 1,y = 4. 


Problemă pentru clasa a V-a, 


Rezolvaţi în NxN ecuaţia : 
1 z 2007 
x+2006 y+2007 


Publicată în GM — nr. 11 / 2006 (C:3086.) & dată la Olimpada de Matematică Faza 
Locală — clasa a VIII — a , Sibiu, 2007; Publicată în RIM — nr.XIII -2007 (9942) 


= ],daca x- y € N“. 


Solutie: 
Din x- y €e N* >x-y21=> x2 y+1=> x+2006 > y+ 2007 
l l 
> < 
x+2006 y+2007 


1 2007 1 2007 2008 

Avem + < + = 

x+ 2006 y+2007 y+2007 y+2007 y+2007 

I ses 

y +2007 
De unde y e {0,1}. 
Pentru y = 0 > e = = 0 > nu avem solutie; 

x + 2006 


Pentru y =1> x=2. 


Solutia este x = 2, y =1. 


Problemă pentru clasa a V-a 


Probleme rezolvate 


Să se compare numerele: 
2006 206 + 200770’ si 8024 91005 74012 4 JH 2232007 


Solutie: 


2007 = 3° - 223; 
25 43? <> 23-223 < 2007 e 272 . 223 a 20077 
S 12 K 723200 < 200720. 


2006 = 2-17-59; 
342? 31003 4 22006 
49 459 <> 149296 a 592006 «> (2)310 , 74012 . 98024 4 20062% 
16 417 16200 a 17206 


Din (1) si (2)> 20062 £ 20077 > 28021 p 2232007 si 98024 2 31003 . TA 


Problemă pentru clasa a V-a 


Să se compare numerele: 
2006 °°" D007" si 91404 E i 774012 ee 


Solutie: 


2007 = 3° - 223; 
2? <43? © 2? -223 < 2007 & 2% :223°" < 20077” 
< 1m2” E 99.370 < 20077”. 


2006 = 2-17-59; 
342? 31003 7 2006 
49 < 59 <> 1492005 a 5920 «> (2)310 . 74012 , 98024 a 20062% 
16 417 162006 172006 


Din (1) si (2)> 20062 P 2007” > 914045 g 31003 . 774012 A IB 201 


Problema pentru clasa a V-a 


Rezolvaţi in NxN ecuaţia : 
1 a+] 
+ 
xta ytatl 
Publicată in RMT — nr. 3 / 2007 ( V.229.) 


= 1,dacax-yeN',aeN. 


Solutie: 
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Dinx-yeN >x-y>l>x>yrloxra>yrarl 
1 E 1 
xta ytatl 


=> 


1 atl 1 atl a+2 
Avem + < + = 
xta ytatl y+a+l ytat+l ytatl 
2 
ss ysl 
ytatl 
De unde y e {0,1}. 


Pentru y = 0 > = 0 > nu avem solutie; 


x+a 
Pentru y =1 > x=2. 
Solutia este x = 2, y =1. 


Problemă pentru clasa a V-a 


Să se găsească numerele de forma abcd divizibile cu 15 care au 15 divizori. 
Publicată în RMT - nr. 1 / 2007 (O.V.167.) 
Solutie: 
abcd divizibile cul5=> abcd =3"-5"- p*«... 
abcd au 15 divizori > 15 =(n+1)-(m+1)-(k+1)-... 
n+l=3sim+1=5>n=2,m=4 


=> ssau 
n+l=S5sim+1=3>n=4,m=2 
Avem: abcd = 3? -5° = 5625 sau abcd = 3* -5? = 2025. 
abcd e {2025,5625}. 


Problema pentru clasa a V-a 
Să se găsească numerele de forma @5cde divizibile cu 15 care au 25 divizori. 


Solutie: 
abcde divizibile cu 15 > abcd =3" -5"- p*«... 
abcd au 25 divizori > 25 = (n+1)-(m+1)-(k+1)-... 
>n+1l=S5sim+l1=5>n=4sim=4 

Avem: abcde = 3* . 3% = 50625. 

abcde e {50625}. 


Problema pentru clasa a V-a 


11 


Probleme rezolvate 


Să se găsească numerele de forma 4bcde divizibile cu 35 care au 15 divizori. 


Solutie: 
abcde divizibile cu 35 > abcd =5"-7"-p*-... 
abcd au 15 divizori > 15 =(n+1)-(m+1)-(k +1)... 
n+l=3sim+l=S5S>n=2,m=4 
> 4 sau 
n+l=Ssim+l=3>n=4,m=2 
Avem: abcde = 5? .7* = 60025 sau abcde = 5* «7? = 30625. 
abcde e {30625,60025. 


Problema pentru clasa a V-a 


Să se afle numerele naturale n şi m care verifică condițiile: 
Gyno? sl; 

(ii) m= 2* -11’; 

(iii) n are 15 divizori; 

(iv) m are 12 divizori. 


Publicată în S.G.M -— nr. 10 / 2008 (S.E 08 - 72), dată la concursul 
interjudeţean”Jose Marti” —clasa a VI-a- Bucuresti, 2009 


Solutie: 
y+1=5 x=3 
=> <x4+1=4><y=4> 


a (iii) > (y+ 1)-(z +1) =15 
z+1l=3 Z=2 


din (iv) > (x +1)-(z+1) =12 


= din (i) > n =5* -11° =75625 
din (ii) > m = 2° -11° = 968 


Problema pentru clasa a VI-a, 


Aflaţi restul împărțirii numărului 3 cn aes 
Publicată în G.M. — nr. 4 / 2007 (25776) 
Solutie: 


32006 4 32007 = 3277463) 4.37 = 4.(37)"" = 4.(8 +1) _ 
=4-(M8+1)=MS8&+4, deci restul cerut este 4. 


Problemă pentru clasa a VI-a, 
Să se arate că 23 divide 3° +5” +15”. 
Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10115) 


Solutie.Se aplică Mica teoremă a lui Fermat: Va e Z, p = prim, p + a > a”™ = M,+l1. 
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37 + 5% 415%=3-37 + 5.59 415-15" =3-(M,, +1)+5-(M,; +1) +15-(M,, +1) = 
=M,,+3+5+15=M,, 
Problema pentru clasa a V-a, 


Să se determine mulțimea A={xeN/x=y+z,y =3a,z = 6b,0 <a+2b <4}. 


Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10118) 


Solutie.(1) x = y+z =3a+6b =3:(a+2b)e N .Din 0<a+2b <4 şi (1) rezultă 
ppg a1 Ea L M] Din 

33 33 33 3 3 

A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,1 1}. 

Problema pentru clasa a V-a, 

Fie A= ke N/x=y+z,y =na,z = 2nb,0 <~a+2b~<4,ne N" sa se determine A si 

cardA. 


(2) a+2b e l (1) ŞI (2) avem 


Solutie.(1) x = y+z=na+2nb=n(a+2b) 
SI E 2 3 £4n-1 


xe N>—a+2be 


bă 


; | Avem A= {l,2,3,...,4n —1} si cardA=4n-1. 
nnn n 


Problemă pentru clasa a V- a, 


Aflaţi restul împărțirii numărului N=ababab +10 la 13. 


Solutie. Numărul ababab =10101-ab=M „ -Obţinem că restul împărțirii numărului N la 
13 este 10. 
Problemă pentru clasa a V- a, 
Aflaţi restul împărțirii numărului N=ababab +13 pe rând la 21 şi 37. 
Vezi RMT - 1 / 2009, O.V. 214, şi SGMB- mai / 2009 (S:E09.168) 


Solutie. Numărul ababab=10101-ab=M,,=M,,.Obtinem că restul împărțirii 
numărului N la 21 şi 37 este 13. 

Problemă pentru clasa a V-a, 

Fie A= i eN/x=y+z,y=na,z=2nb,m-=a+2b = p,n,m, p € N" Să se determine 
cardA. 


Solutie.(1) x = y+z=na+2nb =n(a+2b) 
0 
(2) m<a+2b < p<mn < x < pn Deoarece x,mn, pn e N* => cardA = pn-mn-1. 
Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10294) 
Problema pentru clasa a V-a, 


Să se determine mulțimea A = fx e N/3-5"<x<5""! ne N) astfel încât cardA =9. 
Soluţie. Primul element al lui A este pe de o parte 3-5” +1 şi pe de altă parte 5” —9. 
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Probleme rezolvate 


Deci avem egalitatea 3.5” +1 = 5" —9 910 =5-5"-3-5" 2 10=2-5" on=l. 
Mulțimea este A = {16,17,18,19,20,21,22,23,24, | 


Problemă pentru clasa a V-a, 


Să se determine mulțimea A = fx eN/3.5' <x<5",ne N) astfel încât cardA =11.. 


Solutie.Primul element al lui A este pe de o parte 3-5” şi pe de altă parte 5" —11+1. 
Deci avem egalitatea 3.5” = 5"" —11+1 & 10 =5.5" —3.5" @10=2-5" on=l. 
Mulțimea este A = (15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25). 

Problemă pentru clasa a V-a, 


Să se rezolve in N x N ecuaţia: 3%" —3** = 216. 
Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10121) 


Solutie.Scoatem pe 3" * factor şi avem: 

3+2 (377 -1)= 33.23 

Din cei doi factori din membrul stang unul este multiplu de 3 fara a fi $i multiplu de 2 
iar 

celălalt este multiplu de 2 fără a fi şi multiplu de 3, deci avem: 

3°? = 33 şi 3%! —1= 2% În continuare x? +2 =3; y—1=2,de unde x=1 si y =3. 
Problema pentru clasa a V-a, 


Se consideră două numere de câte cinci cifre fiecare în care intra toate cifrele o singură 


dată .Să se afle suma acestor două numere ştiind că este de tipul Anmmm, cu n =m-l 
şi k=2m+l1. 


Solutie. Suma a două numere de câte cinci cifre in care să intre toate cifrele o singură 
dată este multiplu de 9, deoarece suma cifrelor este 45. 


Din 9 | abcde + fghij = Klmmm , cu n=m-l şi k=2m+1 rezultă că numărul 


căutat nu poate fi decât 72333. 
Problemă pentru ciclul primar (sau clasa a V-a), 


Să se găsească toate numerele de trei cifre care satisfac simultan condiţiile: 
(1) produsul cifrelor numărului este egal cu triplul sumei cifrelor acestuia ; 
(2) una din cifrele numărului este egală cu suma celorlate două cifre ale numărului. 


Solutie.Fie a,b şi ccifrele numărului căutat şi, fără a restrânge generalitatea , 
presupunem a<b<c.Din abc=3(a+b+c) şi c=a+b, rezultă abc=6c, de 
unde ab = 6 .Avem (a,b,c) e {(1,6,7), (2,3,5)}. 
Obtinem deci soluţiile: 
abc e {167,176,235,253,325,352,523,532,617,671,716,761}. 

Problemă pentru clasa a V-a, 


Să se arate că numărul numerelor naturale mai mici sau egale cu 2008 care se divid cu 
3, sau cu 5 , sau cu 7 este multiplu de 109, iar numărul numerelor naturale mai mici sau 
egale cu 2008 care nu sunt divizibile cu 3, nici cu 5 , nici cu 7 este multiplu de 17. 
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Publicată în SM — nr. 1 / 2008 (G.7.) 


Solutie.Fie A- mulțimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008 
divizibile cu 3, B- mulțimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008 
divizibile cu 5, iar C - mulțimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008 
divizibile cu 7. 


Atunci cardA = 200| = 669,  cardB = E = 401, cardC= ES = 286, 

citita sare 2000 vai card(BOC) -28 57, 
15 35 

card(4A NC) = ae =95, card(ANBOC)= ka =19 


card(AU BUC) = cardA + cardB + cardC — 
n 
— card(A4 A B)—card(B ^C) - 
- card(4 N C)+card(4 n B A C)=1090=M o- 


Acum putem afla şi numărul numerelor mai mici sau egali cu 2008 care nu sunt 
divizibile cu 3, nici cu 5, nici cu 7. 
Acestea sunt în număr de 2008-1090=918=M .. 


Problemă pentru clasa a V-a, 


Rezolvaţi în numere naturale ecuaţia: 
ab’ +a" +b“ =89. 


Soluţie. Avem ab“ +a” +b“ =89 ab“ +a’ +b° +1=90 & (a° +D(b“ +1) = 90. 
90 =1:90=2.5=3:30=5.18=6.15=9.10 şi simetricile acestor produse. 
a’+1=9 a” +1=10 


b° +1=9 


Obtinem solutii pentru | respectiv | 


Se obţin soluţiile (a,b) e {(2,3),(3,2)}. 
Problemă pentru clasa a V-a, 


Să se găsească opt numere naturale distincte pătrate perfecte a cărui produs este 2008. 
Publicată în SM — nr. 3 / 2009 (G.84.) 


Solutie.Lema.Daca d,,d,,...,d, sunt toți divizorii naturali ai numărului n atunci avem 
relaţia: (d,-d,-....d,) =n". 


Demonstratie.Fie l=d <d, <...< d, =n.Avem 
i: n n n R ; ! 
relațiile: d, = —,d, = —,... d, =— care inmultite membru cu membru dau relația 
d, d, d, 
din enunt. 


În cazul nostru 2008 =2°-251si are opt divizori iar din lemă rezultă 
(d, -d, -...- d)” = 20085. 
Numerele căutate sunt deci pătratele divizorilor numărului 2008, adică: 
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12,22,4%,82,251%,5022,10042,2008?. 


Problemă pentru clasa a V-a, 


Să se arate că suma divizorilor naturali ai numărului 2008 este multiplu de 7. 


Solutie. Se ştie că suma 
Sie i 4 i ay a ay 
divizorilor numărului a = p" < p) -...:p, " este 


Qy+1 a,+l 
2 al . A Pr 


a+ = | 


g =! 2 
pal pa-l Dal 
calculează suma divizorilor S = 3780 = 27 -3° -5.7 =M,. 


„Descompunem numărul 2008 = 2° -251 apoi se 


M391.Crux Mathematicorum 


Aprilie 
2009 
; maune ie, a+l1 b+2 ; 
Determine all positive integers a and b for which —— and are simultaneously 
a 
positive integers. 
Solution: 


It is necesary that b < a +landa <b +2,sob € {a—2,a-1,a,a +1} 


atl oya tt g ŽEN 
(1) Forb=a-2> ie P pra vs 
GATE eS ei 
a 
a=3>b=l 
>a-2e{13}> 
a=5>b=3 
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DEL cp ftl 4 2 e N 
(2)For b =a-13 ae ie a acd 
a ays = =1+—eN 
a a a 
atl oy 
B)Fob=a>; ° >a=1>b=1 
a+2 
EN 
a 
BOG Ay 
(4)Forb =a +13 ae ae 
ae Ay =l+—eN 
a a a 
a=1l>b=2 
a=3>b=4 


The sosution are, (a,b) € {(3,1), (5,3), (1,1), (1,2), (3,4)} 


Problemă pentru clasa a V-a (a VI-a), 


Aratati că dacă 2009|2a +12b+7c şi 2009|a +b+c atunci 2009|a +5b+3c. 
Publicată in SM — nr. 3 / 2008 (G.90.) 


Solutie.Din 
2009Pa +12bp+7c  [20092a+12b+7c © 
= = 2009|10b + 5c => 2009|5(2b + c) 
2009ja +b +c 2009|2a +2b + 2c 


=> 2009|2b +c, deoarece (2009,5) =1. 

Din 
2009)2b + c 7 
2009a+b+e = 20093a+15b+9c = 2009|3(a + 5b +3c) = 2009|a + 5b +3c, 
2009|2a +12b + 7c 


deoarece (2009,3) =1. 
Problemă pentru clasa a V-a, 


Rezolvaţi în numere naturale ecuaţia: x” — 5y = 2007. 
Publicată în SM — nr. 2 / 2008 


Solutie. Vom demonstra că ecuaţia nu are soluții numere naturale. 

Ecuația este echivalentă cu x” = 5y + 2007. 

Ultima cifră a numărului 5y + 2007 este 2 sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
Problemă pentru clasa a V-a, 
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Determinati mulțimea A = Kx, y)e Nx N|2006 < x’ —2005-y < 2009). 
Solutie. Vom demonstra că A=¢. 

Deoarece (x, y)e Nx N rezultă x? — 2005- y e {2007,2008}. 

1. Dacă x” —2005-y = 2007 „avem x” = 2005- y + 2007 .Dar, ultima cifră a 
numărului 2005y + 2007 este 2 sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 

2. Dacă x" — 2005- y =2008 „avem x? = 2005- y + 2008 .Dar, ultima cifră a 
numărului 2005y + 2008 este 3 sau 8.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
În concluzie mulțimea nu are nici un element. 


Problemă pentru clasa a V-a, 
Să se determine numerele naturale x şi y ştiind că x —5 ye {2,3,7,8}. 


Publicată in SM — nr.2 / 2008 

Solutie.Vom demonstra că nu există numere naturale care respectă condiţia din ipoteză. 
1. Dacă x*-5-y=2 „avem x” =5-y+2.Dar, ultima cifră a numărului 5y +2 este 2 
sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 

2.. Dacă x —5-y=3 „avem x” =5-y+3.Dar, ultima cifră a numărului 5y + 3 este 
3 sau 8.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 

3. Dacă x” -5-y=7 „avem x” =5-y+7.Dar, ultima cifră a numărului 5y +7 este 2 
sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 

4. Dacă x” —5-y=8 „avem x” =5-y+8.Dar, ultima cifră a numărului 5y+8 este 3 


sau 8.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
Problemă pentru clasa a V-a, 
2006 . 2007 


ŞI ——. 
2007 2008 


Aflaţi cea mai mică fractie cuprinsă între 


ewe ee ae , unde ~ este fractia ceruta .Relatia (1) este 
2007 y 2008 y 


* < 2007 .Deci — 


Lo mik 


Soluţie. Avem (1) 


echivalentă cu (2) 2006 < este de forma: 


x a 
. De aici 


= 2006+, cu a <b şi a +0,b + 0 .Obținem — = 20 P+ 4 
pă b y-x 5 


deducem că x este minim dacă 2006-b+a este minim, adică dacă b =2 şi a=1. 
Atunci x = 2006-2 +1 = 4013 Din y-x=b ,avem y = 4015. 
013 


Fractia cerută este Ă 
4015 


Problemă pentru clasa a V-a (XII), 


Rezolvaţi în mulțimea numerelor naturale ecuaţia: 
x? = 1024 +15. 
Publicată in SM — nr.2 / 2008 


Solutie.Vom demonstra că nu există soluții numere naturale. 
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Cuburile perfecte prin împărțire la 7 dau resturile 0, 1 sau 6. 
Puterile lui 2 prin împărțire la 7 dau resturile 1, 2 sau 4. 


Numerele 1024” +15 prin împărţire la 7 dau resturile 2, 3 sau 5. 
Rezultă că ecuaţia nu are soluţii în NxN. 


Problemă pentru clasa a V-a (XII), 


Rezolvaţi în mulțimea numerelor naturale ecuaţia: 
27x° =8 +15. 
Publicată in SM — nr.2 / 2008 


Solutie.Vom demonstra că nu există soluții numere naturale. 
Cuburile perfecte prin împărțire la 7 dau resturile 0, 1 sau 6. 
Puterile lui 2 prin împărțire la 7 dau resturile 1, 2 sau 4. 
Numerele 8” +15 prin împărțire la 7 dau resturile 2, 3 sau 5. 
Rezultă că ecuaţia nu are soluţii în Nx NV. 


Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 


Fie N = Lan Epa a .Arătați că 44 < Ay 2009. 
2 4 6 2008 N 
1 1 
dez > ai 
2.3 
3 3 
Solutie.Din 4 ui 5 „rezultă N > Le re a = : 
5 2009 2009 
2007 5 2007 
2008 2009 
(1) 
1 
=, < = 
3 4 
DA a 
Din s44 5 , avem: 
< E 2007 -2009 = 2008° —1 < 2008°) 
2008 2009 
N<2.4. 2008 _ 2 4 2008 ia E Ie zi A 
3 5 2009 1 3 2007 / 2009 N 2009 
2 a l < LE ~» deci: 
2009 1936 44 
N < as 
44 
(2) 


Din relațiile (1) şi (2) rezultă Q.E.D. 
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Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 


Aratati că 44 < a I < 2011. 
135 2009 
Solutie. Fie N = Lee uda A 
246 2010 
1 1 
— > — 
2 
3 
e 
Din +4 5 „rezultă 
2009 x 2009 
2010 2011 


A 2009 1 
3 5 2011 2011 


1 
— < — 
2 
— < — 
Din avem 
2 201 
ee at D igirece 3008: 2011 = 2010” —1 < 20107) 
2010 2011 
2.4. 2010 (24 2010) 1 | d 
saa =|—-—-...: . =—- , de unde 
<3 3" 2011 (1 3 2009) 2011 N 2011 
T% : < oe =» deci: 
2011 1936 44 
Agee 
44 
(2) 


Din relațiile (1) şi (2) rezultă Q.E.D. 


Problemă pentru Gimnaziu, 


Să se rezolve în numere naturale sistemul: 


PE ye AA 
cd 


Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10125) 


şi din ultima relaţie rezultă a” <2 ;tinand 
c a 


; c 
Solutie. Pentru c = d = a, avem 


cont că ae N , rezultă a =1. 
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+ Da f ; : 2 E 
Pentru c=d=b, avem one = d şi tot din ultima relație rezultă 1< > < b .Atunci 


la 
b<2,şicum 1<beN rezultă b=2. 

Apoi din primele două relații rezultă ce {1,2} side {1,2} care îndeplinesc şi ultima 
condiție. 

Soluţia sistemului este: a =1, b=2, c € {1,2}, de {1,2} 

Problemă pentru clasa a VI-a, 


Să se determine toate numerele naturale a,b,c,d care îndeplinesc condiţiile: 
()a<c<b; 
(2)a<d<b; 


Gus Eep 


Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10125) 


; 2 h : 
Solutie. Pentru c=d=a, avem ti =—, deci din (3) rezultă a°<2 şi 
c a 

a € N.Rezultă a=1. 
c+d 2 . E 2 : : 
Pentru c =d =b, avem 7 = z şi din (3) rezultă 1< 5 <b.Atunci b <2, şi cum 
c 


1<beN rezultă b=2. 
Apoi din condiţiile (1) şi (2) rezultă c e {1,2} side 1,2) care îndeplinesc şi condiția 
(3). 


Problemă pentru clasa a VI-a, 


2 


m2+2 usb 


x A m r 2 
Fie x,y,z numere întregi nenule şi A =x" y”? . z? , B=x"*.y z 


Să se arate că A şi B au acelaşi semn. 

Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9952) 

Solutie.Avem A-B=x" "4. y™ m .zP'+P%2 > 0 (deoarece n?+n,m>+m şi p? +p 
sunt numere pare)=> A si B au acelaşi semn. 


Problema pentru clasa a VI- a, 
Fie numărul n = 2006 + 2007” .Determinati restul împărţirii lui n prin 5. 


Solutie.Se calculează ultima cifră a lui n , u(n)=9.Avem că n=M,+9, de unde 


rezultă că restul împărțirii lui n prin 5 este 4. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 


Să se arate că numerele A =2006%% +2007°" şi B=20077’ +2008” dau 
acelaşi rest prin împărțirea lor la 5. 

Publicată în RMT - nr. 4 / 2007 (V.234.) 

Solutie.Se calculează ultima cifră a celor două numere şi obținem u(A)=u(B)=9. 

Avem 4=M,+9, B=M, +9, de unde rezultă că restul împărțirii lor la 5 este 4. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 

Să se rezolve in Z ecuaţia (x + 2005)"%% = (x + 2007). 

Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9952) 
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Solutie. 
(x +2005) = (x + 2007)” = (x + 2005)* = (x + 2007)? = x + 2005 = x + 2007 sau 


x + 2005 = —x — 2007 => x = —2006. 

Problemă pentru clasa a VI-a, 

Fie P perimetrul şi S suma diagonalelor unui poligon convex cu 5 laturi. 
Să se arate că S 2 P. 


Solutie.Sa notăm cu A,, 4,, 4,, 44, 4; vârfurile poligonului. Poligonul are 5 diagonale: 
A,A,,A,A,,A,A,, A Aş şi 44; .Se ştie (sau se verifică uşor ) că suma diagonalelor unui 
patrulater convex ABCD este cel putin egală cu suma a două laturi opuse, 

AC + BD > AB + CD 

şi pentru ca să avem egalitate este necesar ca punctele A,B,C,D sa fie pe o 
dreaptă.Luăm acum câte două diagonale consecutive şi obținem patrulatere convexe 
pentru care avem relațiile: 

A,A, + AA, > AA, + AA, A,A,+A,A, > AA, + 4,4;, 
4,45 + AA, > A,A, +A,A,,m 

A,A, + 4,4; > A,A, + A 45, 4,4; + A,A, > 4,4, + 4,45 

de unde deducem, adunând membru cu membru 

2S > 2P care demonstrează relația din enunt.Conditia să avem egalitate este ca 3 
vârfuri ale poligonului să fie confundate într-un punct al segmentului determinat de 
celelalte două vârfuri. 

Problemă pentru clasa a VI-a, 

Fie P perimetrul şi S suma diagonalelor unui poligon convex cu 6 laturi. 


P 
Să se arate că S > z 


Publicată în RMT - nr. 4 / 2008 (0.VI.211) 


Solutie. Soluție.Să notăm cu A,, 4,,4,, 44, 45, 4; vârfurile poligonului.Poligonul are 9 
diagonale: A, 4,, 4, 45, 4,44, A» As» 43 45 A As, ŞI A,A,,A,A;,4,4,.Se ştie (sau se 
verifică uşor ) că suma diagonalelor unui patrulater convex ABCD este cel putin egală 
cu suma a două laturi opuse, 

AC + BD > AB + CD 

şi pentru ca să avem egalitate este necesar ca punctele 4, B,C, D să fie pe o dreaptă. 


Notăm cu S,=4,A, +44, + 4,4, + 4,4, + 4,4, +4,4; Şi S, = A Ag 4, 4A; +4 4s. 
Folosind inegalitatea de mai sus obținem : 
A A, + A,A, > AA, +4,4; 
A,A; + A,A, > A,A, + A,A; , de unde prin adunare rezultă 2S, > Po (IS, > f 
A,A, + 44A, > 4 4; +44, 

Analog se obțin : 
A A, + AA, 2 AA +4,4, 
A,A, + A, As > A, A, +4,4; 
A,A; + 4A, > A 4; +4,4, 
A,A; + A,A, > 44A, + As As 
A Aş + A, As > AA, + As Ag 
A, A, + A,A, Z A, Á, + 4,4; 
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care adunate membru cu membru dau 2S, > 2P <= (2)S, = P 

Prin adunarea relațiilor (1) şi (2) ținând cont că S =S, +S, se obţine relația de 
demonstrat. 

Problemă pentru clasa a VI-a, 

Fie P perimetrul şi S suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau neconvex) 
cu 5 laturi. 

Să se arate că S<2P. 

Publicată in RMT - nr. 4 / 2008 (0.VI.211) 


Soluţie.Să notăm cu A,, 4,, 44, 44, 4; vârfurile poligonului.Poligonul are 5 diagonale: 
A,A,,A,A,,A,A,,4,A, $i 4, 43.Să ne reamintim acum proprietatea bine cunoscută că o 
latură a unui poligon este cel mult egală cu suma ceorlalte laturi, egalitatea având loc 
dacă şi numai dacă toate vârfurile sunt pe latura considerată (şi nu pe prelungirile 
acestei laturi).In cazul nostru o diagonală subintinde două laturi consecutive şi o latură 
este subintinsa de două diagonale. 
Avem deci inegalitatile: 

A A, < AA, + A,A; 

AA, < A Aş + A; A, 

A, A, < 4,4, + 44; 

A,A; < AA, + 4,4; 

A,A, < A,A, + 4,4; 
o condiţie necesară şi suficientă ca să avem egalitate este ca, în afară de permutare 
circulară şi de sens , punctele A,, 4,, 4, 44, 4; să fie pe o dreaptă în ordinea crescătoare 
a indecilor iar primele 2 puncte precum şi ultimile 2 puncte să fie confundate. 
Prin adunarea inegalitatilor de mai sus obținem S <2P şi inegalitatea din enunţ este 
demonstrată. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 


Fie P perimetrul şi S suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau neconvex) 
cu 6 laturi. 


P 
Să se arate că S < = 


Solutie. . Solutie.Sa notăm cu 4, 4,, 4, 44, 4;, A; vârfurile poligonului.Poligonul are 9 
diagonale: A,A,,A,A,,A,A,,A,A;,4,;4;,4,4,, $i A,A,,A4,A;,A4,A,. Să ne reamintim 
acum proprietatea bine cunoscută că o latură a unui poligon este cel mult egală cu suma 
ceorlalte laturi, egalitatea având loc dacă şi numai dacă toate vârfurile sunt pe latura 
considerată (şi nu pe prelungirile acestei laturi).In cazul nostru o diagonală subintinde 
două sau trei laturi consecutive . 
Vom nota cu: 

S,=4,4, + 4,4; + 4,4, + 4,4, + 4,4; + 4,4, $1 S, = A Ag t A At A As. 
Cu proprietatea de mai sus obținem: 
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AA, SAA; + 4,4; 
AALS AA +454 
AA, = A,A, + A Aa 
A, A, < 4;4 +44, 
AA; < 4A, + 4,4; 
AA: < 4,4; + A.A, 

Analog se obțin: 
AA, < A 4; + AA. FAM, 
AA, < AA, +4,4, + 4A, 
AA; < AA, + A Ag + A.A, 
AA; < A,A, + A,A, + 4,4; 
A,A; < A,A, + 4,4; + A, A, 
A,A; < A,A, + AA, + A, A, 


; de unde rezultă prin adunare (1) S, <2P; 


Care adunate membru cu membru dau 26, <3P © (2)S, c=; Prin adunarea 


relațiilor (1) şi (2) ținând cont că S =S, +, se obține relația de demonstrate, cu 
egalitate ca, în afară de permutare circulară şi de sens , punctele 4, 4,, 4, 44, 45, 44 să 


fie pe o dreaptă în ordinea crescătoare a indecilor iar primele 3 puncte precum şi 
ultimile 3 puncte să fie confundate. 


Problemă pentru clasa a VI-a, 
Dacă acele unui ceasornic arată ora 12%, la ce oră minutarul şi orarul fac pentru prima 
dată unghiul de 33° ? 


Data la Concursul Interjudetean de Matematica “ Sperante Rimnicene”, clasa a 
VI-a, Rimnicu Sarat, 2008 


Solutie.Notam cu S drumul parcurs de orar.Deoarece minutarul este de 12 ori mai rapid 
va parcurge drumul 12S.De aici , unghiul dintre orar şi minutar este 
(l)a =125-sS =115. 

Dar (2) S =30°t, unde ¢ este timpul măsurat în ore.Din (1) , (2) şi a =33° rezultă 
t = 0, ore =6 min, deci ora la care cele două ace fac pentru prima dată unghiul de 33° 
este 12%. 

Problemă pentru clasa a VI-a, 


Dacă acele unui ceasornic arată ora 12”, la ce oră minutarul şi secundarul fac pentru 
prima dată unghiul de 177° ? 
Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10122) 


Solutie.Notam cu S drumul parcurs de minutar.Deoarece secundarul este de 60 ori mai 
rapid va parcurge drumul 60S .De aici , unghiul dintre secundar şi minutar este 
(l)a = 605 —S = 595. 

Dar (2) S =6°t, unde ¢ este timpul măsurat în minute.Din (1) , (2) şi a = 1770 rezultă 


t = 0,5 min =30s, deci ora la care cele două ace fac pentru prima dată unghiul de 177° 


este 12%? , 


Problemă pentru clasa a VI —a 
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Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC), m(ZA) = 20° si 

D e (AB) astfel incat AD = BC. 
Se construieste AADE = ABCA astfel incat AC separa 
punctele D si E (D si E sunt de o parte si de alta a 

dreptei AC sau sunt in semiplane diferite fata de dreapta AC). 
Sa se determine m( CDE) si m(ZDCE). 


Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.17)& Publicată în 
RIM - nr.XIV -2007 (10127) 


Solutie: 


AE = BA = AC = DE 

m( Z AED) = m( BAC) = 20° 

m( ZDAE) = m(ZCBA) = 80° 

m( ZCAE) = m( ZDAE) — m(ZDAC) = 60°, AE = AC si m(ZCAB) = 60° > 
AACE -echilatera 1 > AC = CE = EA => 

=> DE = CE = EA = DE = CE > ADEC - isoscel. 

m( DEC) = m( ZAEC) -m(ZAED) = 60° — 20° = 40° => 


0 ano 
m( ZDCE) = m(ZCDE) = a = 70", 


AABC - isoscel 
AADE = ABCA 


Problemă pentru clasa a VI —a 
Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care m(ZA) = 20°, 
D e(AB)si AD = BC. 
Fie M e (AB) cu m(ZBCM) = 20° si N e (AC) cu m(ZNMC) = 60°. 
Sa se determine m( CDN). 
Solutie : 
Fie D' e (AB) cu m(ZAND’) = 20°. 
ABCM -isoscel 
ACMN - echilateral 
Se observa ca , > BC = MC= MN= ND'=AD'> 
ANAD' - isoscel 
AMND' - isoscel 
=> BC = AD'.Dar BC = AD, deci AD = AD’, adica D = D' 
si din ANDC - isoscel > m(ZCDN) = 10°. 


Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10312) 
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Problemă pentru clasa a VI —a 

Se da triunghi ul isoscel ABC (AB = AC), m( ZA) = 20°,D e (AB) astfel 
incat AD = BC. 

Se  construies te triungh iul echilatera 1 ADE astfel incat AB separa punctele Csi E. 
Sa se arate ca CD este bisectoare a unghiului Z ACE. 

Solutie 
AB = CA 
m( Z ABC) = m(ZCAE) = 80 => (LUL )AABC = ACAE = CE = AC 
BC = AE 

ED = AD, EC = AC, DC = DC > (L.L.L) ADEC =ADAC > 

m( ZDCE) = m(ZDCA) = DC -bisectoare a Z ACE. 


Publicată in RMT -— nr. 4 / 2007 (VI.234.) , dată la Concursul interjudețean 
„Cezar Ivănescu”, Tîrgovişte, jud. Dimbovita, clasa a VI-a, 2008 


Problemă pentru clasa a VI —a 
Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care m(ZA) = 20°, 
D e (AB)si AD = BC. 
Se construieste rombul ACEF, E e BC si AB separa punctele E si C. 
Sa se determine m(ZEDC). 
Solutie : 
AB=FA 
m(ZFAD) = m(ZABC) = 80° > AFAD = AABC > 
AD = BC 
FA = FD = AC= AB= FE 
m(ZAFD) = 20°, m(ZDFE) = 60° = AFDE - echilateral; 
ED = EC > ADEC - isoscel 
m(ZDEC) = m(ZFEC) - m(ZFED) = 100° — 60° = 40° 


0 ano 
m(ZEDC) = = = 70°. 


Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10314) 


Problemă pentru clasa a VI —a 


Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care m(ZA) = 20°, 
D €(AB)si AD = BC. 
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Se construies te BCE triunghi  echilatera lastfel incat 
BC nu separa punctele A si E. 

Sa se determine m( Z EDC). 

Solutie :Fie F e (AC), astfel incat EF paralela cu AB. 
Din m( ZEFC) = m( Z FCE) = 20° > 

=> AEFC -triunghi isoscel (EF = EC). 

Deoarece AD paralela cu EF si AD = EF. 

Asadar m( BDE) = 20°,adica ABDE -isoscel (DE = EB). 
Rezulta DE = EC, adica ADEC - isoscel. 

In concluzie, m( EDC) =10°. 

Publicată in RMT — 2 / 2008 (VI.245.) 


Problemă clasa a VI-a 


Aratati ca fractia 
Tn+5 


12n? +17n+6 
este ireductibila Vn e N. 
Publicată în RMT - nr. 1 / 2006 (VII.187.) 
Solutie: 
Descompunem numitorul fractiei : 


12n? +17n +6 =12n* +9 +8n +6 = 3n(4n +3) + 2(4n +3) = 


= (4n + 3)(3n+2). 
7n+5 Tn+5 
Avem = = 
12n°+17n+6 (4n+3)(3n+2) 


d/(In +5) => d/4(7n+ 5) 
d I(4n +3) => d/7(4n+3) 
=> d/[7(4n+3)-4(7n+5)|> d/l>d=1 


Fied= (m1540 +32] 


=> (1) (7n +5,4n +3)=1 

d/(7n + 5) => d/3(7n + 5) 
d/(3n + 2) > d/7(3n +2) 
=> d/)3(7n+5)-7n+2)|> d/l>d=1> 

=> (2) (7n+5,3n+ 2) =1. 

Din (1) si(2)=> fractia este ireductibila. 


Fie(Mn45n+2)=d=4 


Problema clasa a VI-a 
Aratati ca fractia: 
Sn+7 


6n’ +17n+12 
este ireductibila Vn e N. 


Solutie: 


27 


Probleme rezolvate 


6n? +17n +12 = 6n? +9n +8n + 12 = 2n(3n +4) + 3(3n + 4) = 


= (2n + 3)(3n + 4) 
5n+7 5n+7 
Avem = = 
6n°+17n+12 (2n+3)(3n+4) 


d/(5n+7)=> d/2(5n+7) 
d/(2n+3) => d/5(2n +3) 
=> d /[5(2n+3)-2(5n+7)|>d/l>d=1> 

=> (1) (5n+7,3n+ 4) =1. 


daca (5n +7,2n +3) = d > | 


d/(5n +7) > d/3(5n + 7) 
d/(3n + 4) => d/5(3n + 4) 
d /[3(5n+7)-5n+4)|> d/1>d=1> 

=> (2) (5n+7,3n+ 4)=1. 

Din (1) si (2) > fractia este ireductibila. 

Problema pentru clasa a VI-a, 


Daca (5n+7,3n+4)=d=> | 


Să se determine mulțimea A = < (a,b,c) € N* x N* x N* 
abc +1 


sot en. 


Publicată în SM — nr. 1 / 2008 (G.12.) & Crux Mathematicorum — M399 (mai 2009) 
5ab—1 
abc + 

Analizăm în continuare cazurile: 


Solutie.Din EN „rezultă 5ab -1> abc +1 <& ab((5-—c)> 2, decic<5. 


1) Dacă c =1, atunci notăm x = ab şi obţinem e N de unde rezultă: 


ea 


x+lx+1=x+l5x+5 


X + 


> x+leD => x e {1,2,5}.Din x=abeN avem 


soluţiile: 


(a,b) e {(1,1), (1,2), (2,1), (1,5), (5,1)}. 


2)Dacă c=2 , avem 


e N de unde obţinem că 
x+1 


2x + 1]5x —1 => 2x+1[l0x—-2 
>2x+leD, >xe 31 


2x + 1|2x +1 2x+1|l0x +5 
= (a,b) € {(1,3),8,D} 


3) Dacă c =3, procedăm analog şi se avem ca 


EN. 
3x+1 


3x+l5x-1=> 2x+Il5x-3 
Di > 3x+leD, >xefit> 
in 3 


3x+l3x+1=>2x+ll5x+5 


> (a,b) € (UD. 
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5x-1 


4)Daca c=4, atunci 
4x+1 


eN ŞI 


> 3x+leD, = xe(2l= 


4x + 1|5x —1 = 2x + 1|20x-4 
4x + Iļ4x +1 = 2x+1|20x+5 


= (a,b) e {(1,2),(2,D} 
Cu cele de mai sus se obține: 
(LL), (2,1), 21D, (15,), (5,1,D, (13,2), 
(3,1,2), (11,3), 12,4), (2,14) 


Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 


Fie ecuatia 


=4, xe N*,ye N*. 
x+y 


a) Arătați că xşi y nu pot fi simultan mai mari ca opt. 

b) Rezolvaţi ecuația. 
Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.8) 
Solutie. 


ye ge ks! 


1 
Presupunem prin reducere la absurd că = 17 
y>8 1 x y 
— < — 
y 


contrazice ipoteza. A 

b) De la punctul a) avem x <8 .Inlocuim pe rând x cu 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 şi obținem 
soluțiile: 

(x, y) e 15,20), (6,12), (8,8), (12,6), (20,5)}. 

Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 

Fie A = {1,2008',20087,2008°....,20087 }.Determinati numărul elementelor lui A care 
sunt simultan pătrate şi cuburi perfecte. 

Crux Mathematicorum — octombrie 2008 — M358 

Solutie. 


2008 = 2° -251. 

Condiţia ca 2008” să fie pătrat perfect implică n = 2k. 

Condiţia ca 2008” să fie cub perfect implică n = 3p. 

Pentru ca 2008” să fie simultan pătrat şi cub perfect trebuie ca n = 6t. 
Rezultă 0 < 6r < 2009 < 0 < t < 334,8... Se obțin astfel 335 de numere. 
Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 


Fie A = (1,20091,20092,2009*,....20092 } Determinati numărul elementelor lui 4 care 
sunt simultan pătrate şi cuburi perfecte. 

Solutie. 

2009 =7° -41. 

Condiţia ca 2009” să fie pătrat perfect implică n = 2k. 

Condiţia ca 2009” să fie cub perfect implică n = 3p. 
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Pentru ca 2009” să fie simultan pătrat şi cub perfect trebuie ca n = 67. 
Rezultă 0 < 6r < 2009 < 0 < t < 334,8... Se obțin astfel 335 de numere. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 
Să se rezolve in Z x Z ecuaţia: 
2009 - x — 2008 - y = 2007. 
Solutie. Ecuațiile de tipul ax + by =c, unde a,b,c e Z,ab + 0 se numesc ecuații 
diofantice, şi au soluţii dacă şi numai dacă d = (a,b) divide c.Solutia acestor ecuaţii 
este dată de: 
tb ta A z : : 

X = X9 + J Y=HN =a) unde x, $i yọ sunt soluții particulare , iar, te Z. 
În cazul nostru, se observă uşor că d = (2009,2008) =1, deoarece 2008 = 2° -251 şi 
2009 = 7° -41, deci ecuaţia are soluţii, pentru că 1 divide 2007.Apoi x, = 2007 si 

Y, = 2007 este o soluție particulară. 
Soluţia generală este : 

x = 2007 — 2008-r, y = 2007 —2009-r, teZ. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 

Să se rezolve in Z x Z ecuația: 

2009. x +2008- y = 2011. 
Publicată în SM — nr.2 / 2008 


Solutie. Ecuațiile de tipul ax + by =c, unde a,b,c e Z,ab + 0 se numesc ecuații 
diofantice, şi au soluţii dacă şi numai dacă d = (a,b) divide c.Solutia acestor ecuaţii 
este dată de: 


tb ta : A : ; 
X=X,+—,V=Vo EFL unde x, şi y, sunt soluții particulare , iar, te Z . 


d 
În cazul nostru, se observă uşor că d = (2009,2008) =1, deoarece 2008 = 2° -251 şi 
2009 = 7° -41, deci ecuaţia are soluții pentru că 1 divide 2011.Apoi, intuim x, =3 şi 
Yə = —2 , soluții particulare. 
Soluția generală este : x = 3 +2008 -t, y=—2—2009-r7, teZ. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 
Să se afle cel mai mic număr N =5°"-13°" +5°" -13°", ne Z, divizibil cu 250. 
Publicată în RIM — nr. LX — 2005 (9175), şi SGMB — iunie / 2009 (S:E09.217) 
Soluţie. N = 5%" .135 +5°” -13°" = 5% .13°" (13? +59) = 194.653, 
Deoarece 194 = 2-97 şi 65 = 5.13 , iar, 250=2-5°,(2,5°)=1, rezultă 
3-n >23 <n <0.Cel mai mic număr N se obţine pentru n =0. 
Rezultă N = 194.65). 


Problemă pentru clasa a VII-a, 


: Pa a 
Să se afle numerele naturale a şi b ştiind ca = ; 
b+5 a+9 


Publicată în G.M. — nr. 6 / 2007 (O.G.:460) 

Solutie. Din enunţ rezultă (*) a(a +9) = b(b +5). 

Dacă a 2 b > a° +9a > b? +9b >b? +5b , fals. 

Deci (l)a <b. 

Dacă b>a+2=—>b"+5b > (a+2) +5(a+2)=a° +9a+14 > a° +9a, fals. 
Deci (2) b<a+2. 


30 


Neculai Stanciu, Berca, Buzău 


Din (1) şi 2) >a<b<a+2, deci b=a+1, care înlocuite în relația (x) >a=3 şi 
b=4. 

Numărul căutat este 34. 

Problema pentru clasa a VII-a, 


Să se determine mulțimea A = |x EZ 


2 — 
x-9 z). 
x+2 
Publicată în GM — nr. 6 / 2007 (E:13450) & dată la Concursul judeţean de 


matematică „Speranţe Rîmnicene”, clasa a VII —a , Rîmnicu Sărat, 2007 & dată la 
Concursul Taberei de Matematică Bisoca, clasa a VII —a, 2007. 


x —9 x’ -4-5 x’-4 5 


; ; = = =x-2- 2 eZ> 
Solutie. Scriem x +2 x+2 x4+2 x+2 x+2 


> x+2eD, = {—5,-1,1,5} 
Deci A = {-7,-3,-1,3}. 
Problemă pentru clasa a VIl-a şi a VIII-a, 


Să se rezolve în NxN ecuaţia: 
i pica 20017 + 2002” + 2003” + 2004" + 2005* + 2006 + 20077 


7 
Publicată in RMT - nr. 2 / 2007 (O.VII.191.) 


Solutie: 


Se observa ca: 2001=2004-3, 2002=2004-2, 2003=2004-1, 2005=2004+1, 
2006=2004+2 si 2007=2004-+3. 
Atunci 2001” + 2002” + 2003” + 2004” + 2005” + 2006” + 20077 = 

= (2004 -3)? + (2004-2)? + 

+ (2004 — 1)? + 2004? + (2004 + 1)? + (2004 + 2)* + (2004 +3)” = 

= 27-2004? + 28 = 7(2004? + 4) = 7(2004? + 22) 

Prin urmare solutia ecuatiei este : 

(a,b) e {(2004,2);(2,2004)}. 


Problemă pentru clasa a VIl-a şi a VIII-a, 
Să se rezolve în ZxZ ecuaţia: 


pe: 20017 + 20027 + 2003* + 2004? + 2005* + 2006* + 20077 


7 
Publicată în GM — nr. 1 / 2009 (E:13770) 


Solutie: 
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Se observă că: 2001=2004-3,  2002=2004-2, 2003=2004-1, 2005=2004+1, 
2006=2004+2 si 2007=2004+3. 
Atunci 2001” + 20027 + 2003 + 20047 + 2005* + 2006” + 2007” = 
= (2004 - 3)? + (2004 — 2)? + +(2004 — 1)? + 2004? + (2004 +1)? + 
+ (2004 +2)” + (2004 +3)? = 27-2004? +28 = 
= 7(2004? + 4) = 7(2004? +22) 
Prin urmare solutia ecuatiei este : 
(a,b) (— 2,-2004); (— 2,2004);(2,-2004);(2004,—2); 

A = 

(— 2004,—2); (— 2004,2); (2004,2) (2,2004) 


Problemă pentru clasa a VII-a, 


Fie numerele naturale b şi a—1 direct proporționale cu a şi b+1. 
. a A os 
Să se arate că fractia 3 este ireductibilă. 


Publicată in RMT — nr. 4 / 2007 (O.VI.182.) & Publicată în GM (suplimentul cu 
exerciţii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.21); Publicată în RIM — nr.XV -2008 (10324) 


Solutie. 
Din enunt rezulta ci a = 
a b+l 
a° -a=b° +b & a’ -b° -(a+b)=08 (a+b)X(a-b-1)=0 < a = — (fals) sau 
a—b-1=0>a=b+1 şi obținem că fractia dată este ireductibilă. 
Problemă pentru clasa a VII-a, 

; 3x+5 3x+2 
Să se rezolve în Q* ecuaţia d zi | a = | =2,(7), unde {x} respectiv [x], 

x+2 x+1 

reprezintă partea fractionara respectiv partea întreagă a numărului rational pozitiv x. 


Publicată în RMT — nr. 4 / 2007 ( O.VII.199); G.M. — nr. 4 / 2008 (E:13641.); 
Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10323) 


deci, 


Solutie.Deoarece Shes ee) Seul Hl 


, şi ţinând seama că în O° 


x+2 x+2 x+ 
pea ene Ia a A 
x+2 x+2 x+2 
Dit ee = any 0 so) 
x+1 x+l1 x+1 x+1 x+1 


; ; : x+1 
Cu cele de mai sus ecuatia devine: 
x+ 


+2 ee care are solutia x =, 
9 2 
Problema clasa a VII-a 
Fie un triunghi dreptunghic AOC cu m(ZAOC) = 90° si B e (AC) 
astfel incat m(ZAOB) = 30°.Sa se arate ca: 
2 1 
OA 3, 
OB OC 
Publicată în RMT - nr. 2 / 2006 (VII.195.) 


Solutie: 
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Avem: Aria(OAB)+ Aria(OBC) = Aria(OAC) > 
OA-OB-sin30° | OB-OC-sin60° _OC-OA-sin90° _ 
2 2 2 


= 04-08-4+08-0¢-%3.=04-0C1:(0B-00) = 


OA V3 _ 04 o4 (2 5-4. 
20C 2 OB OB OC 


Problemă pentru clasa a VII-a 
Consideram un patrulater convex ABCD si punctele M, N e Ext(ABCD) 


asa incat: m(ZBAN) = m(ZDCA), m(ZABN) = m(ZCAD), 
m(ZMAD) = m(ZBCA), m(ZADM) = m(ZBAC). 
Sa se arateca AB-CD = BC-DA daca si numai daca AANM este isoscel. 


Solutie: 
Din m(ZBAN) = m(ZDCA) si m(ZABN) = m(ZCAD) > 
AMBN ACAD SS” as 
CA DC 
AB-CD 
AC 
Din m(ZMAD) = m(ZBCA) si m(ZADM) = m(ZBAC) => 
AD MA 


AADM = ACAB > — = — > 
CA BC 


> (DAN = 


BC. DA 
AC 
Necesitatea : AB - CD = BC: DA > din (1)si (2) AN = AM > 
AAMN este isoscel. 
Suficienta : AAMN este isoscel > AN = AM > 
din (1) si 2) AB. CD = BC. DA. 


> (2)AM = 


Problemă pentru clasa a VII-a 
Fie A,B,C, D e C(O; R), astfel incat m(ZBAD) = m(ZBCD) =90. 
Daca AB = a, si BC =b sa se calculeze AC in functie dea, b si R. 


Solutie: 
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din ipoteza > 


BD =2R 
(1) ae za d ZBAC = ZBDC 
ABCD = patrulater inscriptibil > 
ZBCA = ZBDA 
Fie M = Pryc B > (2)AC = AM + MC 
AM = AB cos ZBAM = AB cos ZBDC = AB: ~ 
_ V4R* -b° 
din (1) > (3) 2R re 
MC = BC cos BCM = BC cos ZBDA = BC: a 
ahs VAR? -a° 
2R 


Din (2) si (3) > AC = (av aR -b? +bV4R? —a’) 
Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10326) 


Problemă pentru clasa a VII-a 


Se consideră poligonul convex ABCDE in care m(ZABC) = m(ZCED), 
m(ZBCA) = m(ZECD) 
si AB. CE = AC - BE. Sà se arate ca AADE este isoscel. 


Solutie: 


Din m(ZABC) = m(ZCED) si m(ZBCA) = m(ZECD) 
avem AABC = ADEC => 
AB z BC 2 CA > (DED = AB. CE 
DE EC CD BC 
m(ZBCE) = m(ZACD) 
BC CE EB 
=> ABCE x AACD > — = — = — 
BE ee AC CD DA 
AC CD 
AC. BE 
BC 
Din (2) si(3) > AD _ AC: BE BC = AC. BE zi 
ED BC AB-CE AB-CE 
=> AD = DE > AADE este isoscel. 


= (1) 


D= 


=> G)AD = 


Problema pentru clasa a VII-a, 


Se consideră triunghiul isoscel ABC cu m(ZBAC) =150° şi M mijlocul lui AB.Să se 
arate că aria triunghiului ABC este egală cu aria pătratului AMPQ. 
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Solutie.Din datele problemei rezultă că m(ZABC) = m(ZACB) = 15".Dacă AM=a 
atunci  AB=AC=2a.Considerăm De AB astfel încât m(ZCDB)=90° deci, 
m(ZCAD) = 30" şi CD=a.Aplicăm teorema lui Pitagora în triunghiul ADC şi obţinem 


AD = av3 .În continuare calculăm 


Aria(ABC)=Aria(BDC)-Aria(ADC)= 


axel _ AN3 4 _ a? =Aria(AMPQ). 


2 


Problema pentru clasa a VII-a, 
Se consideră dreptunghiul ABCD în care m(ZADB) = 75%şi {O}= ACN BD Să se 


arate că aria dreptunghiului ABCD este egală cu aria pătratului DOMN. 
Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10146),& GMB — 9/2008,E:13709 


Solutie. 


Construim AF L BD şi considerăm AE=a.Deoarece într-un triunghi dreptunghic care 
are un unghi de 15° înălțimea corespunzătoare unghiului drept este un sfert din 
ipotenuză, avem că BD = 4a .In continuare 
A 3 BD- AE 7 
(1) Aria(ABCD)=2Aria(BAD)=2. e = a-4a =4a 
(2) Aria(DOMN)= DO? =(2a)* = 4a” 
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă ceea ce trebuia demonstrat. 


Problemă pentru clasa a VII- a, 


Să se calculeze perimetrul şi aria unui triunghi dreptunghic ale cărui laturi sunt numere 
2 
Le eee, sic? =a’ +b’. 
ab a b 
Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9971) & Crux Mathematicorum — aprilie 2009 
(M390) 


naturale si verifica relatiile: 


Solutie.Ecuatia este echivalentă cu (1) Ja” +b? +a +b = ab.Din ipoteză avem: 

gsx -yx > y? 
(2) Va +b? €Z* & 4b =2xy 

x,y E N 
Din (1) şi (2)> y(x-y)=1> x =2,y =1 sau x, =-2,y,=-l>a=3 şi 
b = 4 Jpotenuza triunghiului este c=5 , deci perimetrul este 12u . şi aria 6u”. 
Observaţie. Analog se rezolvă şi următoarele probleme: 


1. Să se calculeze laturile unui triunghi dreptunghic ştiind că sunt numere naturale şi 
aria este egală cu semiperimetrul. 


2. Fie un triunghi dreptunghic cu Leil. 1, unde a şi b sunt catete iar h este 
a 


înălțimea corespunzătoare ipotenuzei.Să se afle laturile acestui triunghi ştiind că în plus 
sunt numere naturale. 


3. Să se rezolve in Nx NxN sistemul de ecuații: 
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i +b+c=ab 


c=vVa’ +b’ 


Problema pentru clasa a VII- a, 


Să se arate că dacă laturile unui triunghi dreptunghic sunt numere naturale atunci aria şi 
semiperimetrul acestuia sunt numere naturale. 
Publicată în RMT - nr. 1 / 2007 (VII.210.) 


Solutie. Într-un triunghi dreptunghic avem : b? +c” =a’ © (b+c)? -2bc =a? © 


(b+c+a)(b+c-—a) 
A 2 i 
Insă produsul bc este număr natural , rezultă atunci că produsul 
(b+c+a)(b+c-—a) trebuie să fie divizibil cu 2, adică unul din factorii (b +c +a), sau 
(b+c—a) trebuie să fie par .Fie k un număr natural : 
(1) Să presupunem că b+c+a=2k >b+c-a=2(k-a), şi prin urmare din 


spin PE eeN 


o 2bc = (b+c) -a° © (be = 


(*) > bc = 2k(k —a) = par > , 


SE ui Au e te 


(2) Să presupunem că b+c-a=2k >b+c+a=2(k +a), şi prin urmare din 


ae E 
(*) > bc = 2k(k +a) = par > 
a+b+c 
=———_ =k+aeN 
2 
Din (1) şi (2) rezultă că in ambele cazuri aria şi semiperimetrul sunt numere 


naturale. 
Problemă pentru clasa a VII- a, 


Considerăm patrulaterul convex ABCD şi {o} = AB N CD .Prin punctele A, B, C, D si 
O ducem OO,|CC,|DD,, 00,|44,|DD,, OO,|AA,|BB,, OO,|CC,|BB,, unde 
O, eCD,0, e AD, O,¢ AB, O,€CB; A,C,<¢OD; A,,C,<¢OB; B,D, €OA; 
B,,D, € OC. 
Sa se arate ca: 


CO DC OD AO D,A O,D A,O BA O;B 
C,B B,O O,B _ 
CO: B,C 0,C 


Solutie. Pentru rezolvarea problemei se aplică următoarea: 


36 


Neculai Stanciu, Berca, Buzău 


Lemă (Teorema lui Ceva cu punct impropriu) .Dacă prin vârfurile triunghiului ABC 
ducem 44,|BB,|CC,, unde  4,e BC,B, eCA,C,e 48, atunci avem (*) 


CA AB BC _ 
CB AC BA ` 
4 B ; 
Demonstraţie. Avem MAC x AB, BC > (1) oÊ = Be ŞI 
BA BA, 
CA CA, ar .. . : i 
ACCB = AAAJB > (2) CR = Cp? Se observa că relaţiile (1) şi (2) se pot obţine mai 
0 


uşor utilizând teorema lui Thales în triunghiurile BCB, şi BCC, cu paralela AA,. 


Prin înmulțirea relațiilor (1) şi (2) se obţine relația de demonstrat. 
Pentru rezolvarea problemei propuse se aplica această Lemă 
ADOC (cu OO,||CC,|DD, ), ADOA (cu OO,||AA,|DD, ), ABOA (cu OO,|44,|BB, ) si 


ABOC (cu OO,||CC,|BB, ).Rezultă relațiile: 


CD DIO OC = AD D,O O,A = A,B BO OA zi ; 

CO DC OD * 40 DA OD” 1,0 BA O,B : 
BB B ; : He as 

Sabie CU =1 care, prin inmultire demonstreaza relatia din problema. 

C,O B,C OC 

Problemă pentru clasa a VII-a, 

Fie a,b,c,d € O! astfel încât a,b sunt invers proporționale cu c,d. 

Să se arate că m,(a,b)-m,(c,d)—m,(c,d)-m,(a,b)=0, unde prin 


m,(.,.) respectiv,m, (.,.) am notat media aritmetică respectiv, media geometrică a două 


numere din O! . 


2 
E i f 3 a+b ab or ; 
Solutie.Relatia de demonstrat este echivalentă cu | r) = F care rezultă imediat 
c+ c 


r = TEA 
c d 


Problemă pentru clasa a VII-a, 


Se consideră dreptunghiul ABCD şi punctele : M mijlocul laturii AB, N mijlocul 
laturi CD,Q mijlocul lui DN ,{R}= ANADB, {S}= DM o AO Dacă AB =2a şi 


AD = aN2 să se arate că AARB este dreptunghic şi AASM este isoscel. 


Solutie. Fie {O}= AC n DB Se observă uşor că AN şi DO sunt mediane în triunghiul 


ADC , de unde avem că R este centrul de greutate al triunghiului ADC şi de aici 
AR = 2 AN ==-ay3, Ro =+.p0=4.298, RB = RO+0B = 26 


AR’ + RB’ = AB’ utilizând reciproca teoremei lui Pitagora rezultă că AARB este 
dreptunghic. 


.Deoarece 
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Probleme rezolvate 


Fie {0'}= DM O AN şi O mijlocul lui DN .Observăm că DO! şi AS sunt mediane în 
2 2 3a 


AADN, cu centrul de greutate S , de unde mS Ome pad. 


AS = AM =a rezultă că AASM este isoscel. 
Problema pentru clasa a VII-a, 


Să se calculeze x + y daca: 
xi =y +48, x +y’ =12 şi x=y+2. 
Publicată în SM — nr.2 / 2008 


x-y’ 48 


(x+y Xx-y) 12-2 
Problemă pentru clasa a VII-a, 


Solutie.x+ y = 


Considerăm trapezul ABCD cu laturile paralele AB şi CD de lungimi 15 şi 30 şi 
laturile AD şi BC de lungimi 9 şi 12.Determinati aria trapezului ABCD. 

Dată la Concursul „Speranţe Rîmnicene” 2009 
Solutiel. Fie K mijlocul lui DC .Unim K cu A şi B.Atunci AB = DK = KC =15.Din 
AB = DK şi AB paralelcu DK avem AD si BK sunt paralele şi egale, deci BK =9. 
Din AB=KC şi AB paralel KCavem AK şi BCsunt paralele şi egale, deci 
AK =12. 
Atunci, trapezul este împărțit în trei triunghiuri, fiecare cu laturile de lungimi 9, 12 şi 
15.Un triunghi cu laturile 9, 12 şi 15 este dreptunghic (9° +12” =15”) şi are aria 
“= = 54 Atunci aria trapezului este 3-54 = 162. 
Solutie 2. Fie BF paralel cu AD cu F pe CD.Atunci ABFD este paralelogram cu 
BF = AD=9 şi DF = AB =15. Deoarece triunghiul BFC are lungimile laturilor 9, 12 
şi 15 , din reciproca teoremei lui Pitagora avem că BFC este dreptunghic cu aria 54. 
Deasemenea, deoarece BF este mediană în triunghiul DBC, aria triunghiului 
DBF este tot 54 şi este mai departe egală cu aria lui ABD. 
Aria( ABCD) = Aria( ABD) + Aria(BDK) + Aria(BKC) = 3:54 = 162 . 
Soluţia 3.Fie AM LDC, BN LDC cu M şi N pe CD.Notăm AM =h şi DM =x. 
x? +h? =81,NC =15—x,(15—x) +h? = 144 Rezultă x-2 şi h -22 
(30+15) 9-12 

15 

Soluția 4. Fie AP LDC, BO L DC cu P şi Ope CD Înlăturăm dreptunghiul ABPO 
din trapez şi lipim triunghiurile ADP , respectiv BCO pe linia AP respectiv BO, 
astfel că DC=15.Se obține astfel triunghiul DEC cu DE=DA=9 şi 
CE = CB =12 .Din reciproca teoremei lui Pitagora (9°? +12” =15°) triunghiul DEC 
este dreptunghic. 


Obtinem Aria( ABCD) = =162. 


Apoi  sin(ZEDC)= = = Í de unde înălțimea trapezului ABCD este 

; 4 36 : 
d(E, DC) = ED -sin( EDC) =9. =. = z .Rezultă 
ace. “3 1462: 
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Soluţia 5.Fie DAOA BC={P}.Avem AB paralel cu CD, ZPAB=ZPDC , 
ZPBA = ZPCD, de unde triunghiurile PAB şi PDC sunt asemenea cu raportul de 


asemănare pe obține PA=9 şi PB=12.Din reciproca Teoremei lui Pitagora 


triunghiurile APB si DPC sunt dreptunghice cu Aria( PDC) = “= = 216, respectiv 


Aria( PAB) = -= = 54 . Aria( ABCD) = Aria( PDC) — Aria(PAB) = 162. 


Soluţia 6. Fie DAA BC = {P} „Avem AB paralel cu CD, AB linie mijlocie în A PCD şi 


mai departe se continuă ca în soluţia 5. 
Problemă pentru clasa a VII-a, 


Se consideră hexagonul regulat A, 4,4, 4,44, cu aria S. 

A 4, 4,4; DA A,A,A,=B,B,B,B,B,B,, AB, B,B;, AAB,B,B,=C,C,C,C,C,C,. 
Calculati aria hexagonului regulat C,C.C.C,CC;. 

Solutie. 


Toate hexagoanele regulate sunt figuri asemenea.Se demonstrează uşor că latura 


hexagonului B,B,B,B,B,B, este L din latura hexagonului A, 4,4,4,4; 4; şi mai 


V3 


departe că latura hexagonului C,C,C,C,C;C, este a din latura hexagonului 


V3 
B,B,B,B,B,B,.Rezulta că latura hexagonului C,C,C,C,C;C, este : din latura 


hexagonului A, 4, 4,4,4; 4; .Acum utilizăm rezultatul că raportul ariilor a două figuri 
asemenea este egal cu pătratul raportului de asemănare şi obținem că aria hexagonului 


CG, €.©, CC; este > 


Problema pentru clasa a VII-a, 


Fie a=27 +4" +67 +...+2008° şi b =1° +3? +52 +...+20077. 
Aratati că a—b = M joo. 
Publicată în SM — nr.2 / 2008 


Solutie. a — b = (20087 — 20077) + (2006? — 2005”) + (20047 — 20037) +...+(27 -l?)= 
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Probleme rezolvate 


(2008 — 2007)(2008 + 2007) + (2006 — 2005)(2006 + 2005) + (2004 — 2003)(2004 + 2003) 
+,..+(2-1)(2+1)=1- (2008 + 2007) + 1 - (2006 + 2005) +1: (2004 + 2003) +...+1-(2+1)= 


EAEE apele 2008) 2008 


=2009 -1004 = M sooo - 


Problema pentru clasa a VII —a, 


Fie punctele A,B,C,D aşezate in aceasta ordine pe o dreaptă d şi punctele V 
respectiv, V’ în exteriorul dreptei d , în acelaşi plan, astfel încât : 

v6 - V2 

age 

Se consideră in acelaşi plan dreptele d' şi d” astfel încât :d' AVA = A’, 

1 VB =Bd PCC a AVD = D' ,d' A V'A = A" A AVBH=B". a OV CSC 
CA-DB CA'.D'B' C"A"-D"B" 

CB. DA” C'B'-D'A'’ C"B". D"A" 


m(ZAVD) = 60°, m(ZAVC) = 30° si m(ZAVB) = 15%(sin 15% = 


„d' OV D = D" Calculati rapoartele 


Solutie.Notam cu S(XYZ) aria triunghiului de vârfuri X,Y şi Z, iar cu h distanţa de 
la vărful V la dreapta d. 
POSE CA _ CA-h _ 2: S(CVA) _ S(CVA) _ VC-VA-sin(ZCVA) 
CB  CB-h 2-S(CVB) S(CVB) VC-VB-sin(ZCVB) 
DB _VD-VB- sin(ZDVB) Ries CA-DB _ sin(ZCVA)-sin(ZDVB) _ 
DA VD-VA-sin(DVA) i CB-DA sin(ZCVB)-sin(ZDVA) 
_sin 30% -sin45° 3+3 
sinl5-sin60 3 ` 
Procedăm ca mai sus ŞI rezultă 
C'A'.D'B'_C"A".D"B"_sin300 -sin 45 3+ 3 
C'B'-D'A' C'"B"-D"A" sinl5-sin60 3 ` 


Analog 


Problemă pentru clasa a VII-a (a VIII-a), 
Rezolvaţi în Z x Z ecuația: 


a2+b2-2a+b=5. 
Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.24) 


Solutie. a? +b? -2a +b =5 |4 = 4a’ +4b° -8a +4b = 20 +5 => 
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=> 4a? +4b” -8a +4b+5=25 = (4a” —8a+4)+(4b” +4b +1) =25> 
=> (2a— 2)? +(2b+1)* = 25.Avem cazurile: 


Mo Sep ACI 24609 
Urena A )e (1,9); (-1,- );G.D;( 25 


2a-2= +3 bs 
(2) „nu are soluţii în Z x Z; 
2b+1=+4 


T b) e {(1,-3);(1,2)}; 
pepe ea OPS 


2b+1=0 
Soluţiile ecuaţiei sunt: 
(a,b) e {(-1,-2);(-1,); (,-3); (1,2); 3,-2);3,D}. 
Problemă pentru clasa a VIl-a (a VIII-a), 
Rezolvaţi în N x N ecuaţia: 
a? -b° +18a -3b =0. 
Solutie. a* — b? +18a -3b = 0 © (*) a? +18a =b? +3b 
Dacă a2 b >a’ +18a 2 b? +18b >b? +3b, deci (1) a <b. 
Dacă b>a+8 >b’ +3b>(at+8) +3(a+8)=a° +19a +72 >a’ +18a, deci 
(2)b<a+8. 
Din (1) şi (2) > be fa+1,a +2,a+3,a+4,a+5,a+6,a +7}. 
Analizăm cele 7 cazuri: 


2a-2=+Ł5 eee 
(4) „nu are soluţii in Z xZ. 


(*) 
b=a+l>ag N 

(*) 
b=a+2>ag N 


(*) 
b=at+3>a=2>5D=5 


(*) 
b=a+4>a=4>b=8 

(*) 
b=at+5>a=8> b=13 

(*) 
b=at+6>a=18>)=24 


(*) 
b=at+7>a=70>6=77 


Solutiile ecuatiei sunt: 
(a,b) e {(0,0); (2,5); (4,8); (8,13); (18,24); (70,77)}. 


Nota. O altă metodă de soluționare a problemei face apel la ecuațiile de gradul II. 
(Relaţia din enunţ este privită ca o ecuaţie de gradul II în a cu condiția A=k*,k € N). 
Problemă pentru clasa a VIII-a 

Să se rezolve in RÎ ecuaţia : 
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Probleme rezolvate 


(xy (x-2 +(y-x) (y-z} + (2x29) +m=0, 
unde m > 0. 
Solutie: 


Notam 

E(x,y,2) = (x- y)(x-2) +- O-z) + (Z- 9) (z- YY’. 
Dacă x< y < z, notăma = y — x,b = z — y si avem 
z—-x=a+b,a20,b20. 

E(x, y,z) = a° (a+b)? —a°b? + (a+b)? b? = 0, care este evidentă. 
Egalitatea are loc dacã a = b = 0. 

Daca m > 0 > ecuatia nu are solutii. 


Daca m = 0 > x= y =z. 


Problemă pentru clasa a VIII-a 


Să se rezolve în R? ecuaţia : 
Gag) Ise) +O) (oz) e (e (ep) 0. 


Publicată în RIM — nr.XIII -2007 (9983); Publicată în RIM — nr.XV -2008 (10344) 


Solutie: 


Notam 

E(x, y,z) = (xy (x 2)’ +) (9-2) + (2-2) (2 -y)’. 
Dacă x< y<z,notama = y-—x,b=z-—ysiavemz—x=a+tb, 
a>0,b>0. 

E(x,y,z) = a"(a+b) —a*b’ +(a+b)b" =0, 

care este evidentă. 

Egalitatea are loc daca a =b=0. 

E(x,y,2)=0 © x= y = z.In cazul nostru x =1 


si avem solutia y =z =1. 


Problemă pentru clasa a VIII-a 


Să se rezolve în R? ecuaţia : 

(2007 — y)"(2007 — z}? + (y - 2007} (y —z) + 
(z —2007)"(z—y)* =0. 

Solutie: 
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Notam E(x, y,z) = (x —y)(x— 2 +(p—x)(p—2) + 
C 
Dacă x< y < z, notãma = y — x,b = z — ysi avem Zz - x =a + b, 
a20,b20. 
E(x, y, Zz) = a° (a +b)? —a?b? + (a +b)? b? > 0, care este evidentă. 


Egalitatea are loc daca a = b = 0. 
E(x, y,z)=0 o x= y = z.In cazul nostru x = 2007 


si avem solutia y = z = 2007. 


Problemă pentru clasa a VIII-a 


Pe planul triunghiului ABC se ridica perpendicularele AA’, BB’si 
CC’ astfel incat 

AA' =a, BB’ = b, CC' = c; A'B' = x, B'C' = y, C'A' = zsi 
Z(ABO),(A'B'C”)) = 60°. 

Sa se calculeze in functie de a, b,c, x, y, Z 

volumul corpului ABCA'B'C'. 


Solutie: 

Fie a = (ABC), S = Aria(ABC),S’ = Aria(A’B’C’) si a = min(a,b,c). 

Sectionam prisma ABCA'B'C' cu un plan a' paralel 

cu planul a aiA'ea',B =anNBB8,C =aNCC,AD LBC. 

BC(CC + B'B,) _ 


Vol(ABCA'B'C') = Vol(ABCA'B,C,) + Vol(A'B,C,C'B’) = Sa + A AD: 


„S(b+c-2a) S(a+b+c) 
+ = 3 : 


Sa 


Zz. A : 
si determinam S' cu formula lui Heron - 


Dar S = S'cos60 = Z Notam p = — 


Volumul cerut este : 


Vol(ABCA'B'C) = YPP -90 -0-7 HE. 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 


Să se determine resturile împărțirii numărului Bee «a 02008 respectiv la 27. 
Publicată in RMT — nr. 4 / 2007 (O. VITI.201) 


Solutie. 
37" = 3?" -1)4+1=6??" -1)4+1=[G?" )? -1]+1= 
Metoda 1.Scriem — că TDO i, da ia | 
=..=(37 +D? +D? +D... +DG'+D(3-D+1= 
= M w +1 = M s +1. 
Deci resturile sunt egale cu 1. 
Metoda 2. Folosim Teorema lui Euler : dacă a,m € Z, (a,m) =1 > a” =1(modm), 
unde g(m)= numărul numerelor naturale cel mult egale m, relativ prime cu m. 
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Probleme rezolvate 


Se ştie că dacă m= př -p +...» p”, atunci p(m)=m-(l )-( ye ). 
Pi P2 Pn 
Deoarece 8,2%”) =1> 39) = I(mod2”%), unde 


p(22%5) — 2008 (1 -D = 72007 — ao = 1(mod22%) 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 

x’ +6x+8 

x? +6x+10 

(unde x € R) şi pentru ce valoare a lui x se realizează. 

Dată la Concursul Judeţean de Matematică, „Speranțe Rîmnicene”, clasa a VIII-a, 
Rîmnicu Sărat, 2007 


Să se determine minimul expresiei E(x) = 


(x +3) —1 
(x+ 3) +1 
Pentru x< -3 şi x>—3 => E(x)>-l. 


Solutie.Scriem E(x) = => min E(x) =—1 şi se realizează dacă x = —3. 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 


x(y +) _ y(z+1) _z(x+1) SZ 
x-1 y-l z—1 


Să se rezolve in Nx Nx N sistemul : 


Soluţie. Ținând seama de faptul că dacă x = x}, Y = yy,Z = Zo . orice permutare circulară 


a numerelor x,,¥),Z) este deasemenea o solutie.Din cele trei ecuaţii obținem: 


Ac pp = aarti 
x-1 x-l 

(1) s-ar, deducem că numerele (2): b = = trebuie sa fie naturale. 
ae Da 
6=ltx4 et! peel 
z — z-—l 


Observăm că : Pe E a ge 


>1 de unde rezultă că cel putin unul din 
x-1 pol z-1 


> 
IV 


numerele a,b,c este deci > 1.Să presupunem, pentru fixarea ideilor 


Aceste inegalităţi se mai pot scrie y > x—2,z > y—2,x > 2z-3 

din care deducem x > 2(y—2)—3=2y—7 > 2(x—2)—7 =2x-—11 sau x<11. 

Rezultă apoi 11 > 22 —3,z <7,7 > y—2,y <9.Printr-un număr finit de încercări pentru 
x <11,y <9,z <7 obținem soluţiile: (x, y, z) e {(2,2,2),(3,3,3)}. 

Problemă pentru clasa a VIII-a, 

Se consideră triunghiul ABC cu lungimile laturilor a, b şi c care verifică relația: 

2a + 3b + 4e = 42a -2 +643b -3 +844c —4 —20. 

Aratati că triunghiul este dreptunghic. 

Publicată în SM — nr. 3 / 2009 (G.105.) 
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Solutie. 

Relatia din enunt este echivalenta cu 
(J2a —2 —2) +(V3b—3 — 3)? + (V4c —4 — 4)? =0.Se obţine a =3, b=4si c=5. 
Conform reciprocei Teoremei lui Pitagora triunghiul este dreptunghic. 

Problemă pentru clasa a VIII-a (sau a IX-a), 


A cz | ab 3 e e 
Să se rezolve în R” ecuaţia + + H = 4, unde simbolul [a] reprezintă cel mai mare 
x x 


număr întreg mai mic sau egal cua . 
Publicată în SM — nr. 2 / 2008 (L.31.) 


Solutie. 


f 1 A 

I. Dacă x<0 , atunci Ly 0, aşa că +] < — <0 .Analog , H <0, deci nu putem 

x x] x x 
1 3 E 

avea | — |+| = | = 3 .Rezultă că x > 0. 

x 


1 „II 1]. . 
Il. Dacă x >0 „avem — < zi , deci +] < H „Deoarece +] $1 H sunt întregi avem 
x x x x x x 


ag ey Ne 


mijo] 


Esi esta eies 
X 


o xe%. 


hese hee eee 
x 5 4 


II.2. L= şi [ż|-3 
[x x 
1 1 
PE AE af ata 


1 
x x 3 
AN axe[2al 
2 LB aie ese ok 
x x 4 


Solutia ecuatiei este x € (Ba i 
Problemă pentru clasa a VIII-a, a X-a 


Fie dreptele a,b,c din spatiu astfelincata nb Nc = {O} 
Consideram punctele A e a,Beb,Cec 

si A’ e (OA,B' e (OB,C' e (OC astfel incat 
OA-OB-OC = OA’: OB'- OC’. 

Sa se arate ca vol(OABC) = vol(OA'B'C”). 

Publicată in RIM — nr.X -2005 (9433) 


Solutie: 
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Probleme rezolvate 


Fie OABC siO A B'C'cele doua tetraedre si C,,C4 proiectiil e 
varfurilo r C si C’ pe planul 
OAB; A 4, A, proiectiil e varfurilo r A si A’ pe dreapta OB. 

_ OB -AA ,-CC , 


Avem Vol(OABC) = E 


OBA A CICI 

Din AOC ,C x AOCIC'si AOAA , = AOA'AL > 

CC, _ OC AAs _ OA 

CUI- OCI AA OA 

Vol(OABC) _ OB -AA,:CC, _ OA -OB -OC 
Vol(O A'B'C') OB'-A'A!-C'C! OA'-OB'-OC' 
Vol (OABC ) = Vol (OA'B'C') 


Vol(O A'B'C’) = 


Deci =1> 


Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 


Să se rezolve în Z? sistemul : 
xy’ +xy-x-y-1=0 
fi —x-z=0 
Publicată in RIM — nr.XI -2006 (9629) ; Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9990) 


Solutie: 
2 
l l x +x 
A doua ecuatie se scrie z(x -1) = x? +x z= 1” 


; 2 
apoi scriem pe z sub forma z = x + 2 + a EZ. 
X - 


Rezulta x - 1/2, adica x -l = +1 sau x - 1 = +2. 
Rezulta x € {-1,0,2,3} 

I)prx = -1 > z = 0; 

2)ptx=0=z=0; 

3)ptx=2 >z=6; 

4)ptx=3>z=6. 

Din prima ecuatie se obtine succesiv : 

a)pt.x =-1=> -y’ -2y = Osi y = o sau y = -2; 
b)pt.x = 0 > -y -1 = 0si y= -l; 


optx=2=> 2y + y—3=Osiy =Isauy => 2 Zi 


d)pt.x=3=>3y'+2y-4=0siy gZ. 
Avem deci solutiile : 


(x,y,z) e {(—1,0,0),(—1,-2,0),(0,-1,0), (2,1,6)} 
Problemă pentru clasa a VIII-a 
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Demonstrati inegalitatea : 
@e9) G2) (ae) OZ) ez) Gry) 20, 
Vx,y,zeR. 


Publicată în RMT - nr. 2 / 2007 (O.VIII.192); Publicată în RIM — nr.XIII -2007 
(9983) 


Solutie: 
Dacă x< y<z,notama=y-—x,b=z-—ysiavemz—x=a+tb, 


a>0,b>0. 


Inegalitatea devine a° (a +b)? —a“b" + (a +b)? b? > 0, care este evidentă. 


Egalitatea are loc dacă a=b=0. 
Problemă pentru clasa a VIII-a 


Să se demonstreze inegalitatea: 
1 1 1 L, 1 1 


+ bes + < 
4 5 6 7 2005 2006 


> 


Solutie: 
Notam S lea + mal tu l + l 
4 5 6 7 2005 2006 
Conform identitati i Botez - Catalan : 
1 1 1 1 1 1 1 1 
l-—+ Fan + + +... 4 „avem : 
2 3 4 2n n+l n+2 n+3 2n 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1-—+4 tut sie + „rezulta : 
2 3 4 2005 2006 1004 1005 1006 2005 2006 
eh ral = Od 1 gt ca MA ea “Al 1003 ° 
2 3 1004 1005 1006 ` 2005 2006 1004 +1005 +...+ 2006 
_ 1003 
1505 
(s-a utilizat inegalitat ea mediilor 
Cee ned eee ee Leas 
a, a, a, 
TE esia aul RECT, Ran 0,2. 
6 1505 6-1505 5 


Problema pentru clasa a X-a (sau a VIII-a) 
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Probleme rezolvate 


Rezolvati ecuatia ; 

7 7 M 5 _ 45 
ae) i A i ie = a , apoi simplificati fractia = = = i 
(x+2)?-x°-32 5 29° —25' —4 
Solutie; 


Se utilizeaza formulele: 

(x+y)? —x° —y =Sxy(x+ y(x? +xy+y’) 

(x+y) -x —y =Txy(xt y(x? +xyt y?)? 

7 x: 2(x+ 2) + 2x+ 4) 21 
52x 2(t4 207 +2x44) 5 


x? +2x4+4=3,x? +2x4+1=0,x =-1. 


Luam y = 2 si ecuatia data devine 


bă 


Pentru simplificarea fractiei se utilizeaza aceleasi formule ca mai sus, 


295 — 255 — 45 
respectiv luam x = 25 si y = 4 si obtinem —————- = 
i 4 297 —257 —4! 

__5.25.4-(25+4)(25*+25-4+4) 5 


7.25.4-(25+4)(252 +25:-4+4°)? 5187 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 


2x* —8x +17 


Să se determine maximul expresiei: E(x) = — : 
x —4x+7 


Dată la Concursul Interjudetean de Matematică, „Speranţe Rîmnicene”, clasa a 
VIII-a, Rîmnicu Sărat, 2008 


Solutie.Expresia se mai scrie: 
2(x? —4x+7)+3 3 3 
x —4x+7 x —4x+7 (x—2) +3 
Deci E(x) este maximă când (x—2)'+3 este minimă şi aceasta se întâmplă când 
x = 2 .Rezultă că maximul expresiei este 3. 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 
i iei S 2n+1 2n A 
Să se arate că pentru orice număr natural n > 0 numărul 2” +2° +1 nu este prim. 


Solutie. Fie x” = 22", deci xt =27"” Atunci putem scrie : 
22 422 text +x? 41=(x? +14 x)? +1—x) 
şi fiecare din cei doi factori este diferit de 1 (c.c.t.d). 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 
Să se arate că pentru orice număr natural n> 0 numărul 2% —2"+2"" —1 nu este 
prim. 


Solutie.Fie x = 2” .Atunci putem scrie: 
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2% —2™ +2"! a =x? +2x-1= xf -(x-1}=(x° +x-1(x-x+1) 

şi fiecare din cei doi factori este diferit de 1 (c.c.t.d). 

Problemă pentru clasa a VIII-a, 

Se consideră un cub pentru care volumul (în m°) plus perimetrul bazei (în m) este egal 
cu aria laterală (in m”). 

Cati m are lungimea diagonalei cubului dat? 

Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) — nr. 4 / 2008 (S:E08.33.), Publicată in 
SM - nr.2 / 2008 


Soluţie.Dacă latura cubului este a , atunci condiţia implică a'+4a=4a” , sau 
a(a” —4a +4) = a(a —2)” =0.Deci a = 2, şi diagonala are lungimea 2V3 m. 
Problemă pentru clasa a VIII-a (a IX-a), 

Arătaţi că 2009 divide 1%% +27” +...+ 2008. 

Solutie.Din identitatea x" +y” = (xx + y(x"! — x"? y +x"? y? axy"? + pl), 
valabilă pentru orice n impar avem că x+y divide x” + y”.Acum, deoarece fiecare 
dintre numerele 17% + 20087 27 + 2007 2% ....10042% +1005% se divide cu 2009 
rezultă concluzia. 

Problemă pentru clasa a VIII-a, 

Aratati că 2009 divide 1° +25 +...+ 2008”. 

Solutie.Din identitatea x" +y" =(x+y)(x>-x y+y*), avem că x+y divide 
x? + y? Acum, deoarece fiecare dintre numerele 
1° + 2008°,2* + 2007*,...,1004 + 1005 se divide cu 2009 rezultă concluzia. 


Problemă pentru clasa a VIII-a, 
Rezolvaţi în N ecuaţia: 


2% =x2+x+1. 
Publicată in SM — nr. 3 / 2009 (G.110.) 


Solutie. 2* =x? +x+1 < 2* -1=x(x+1).Cum 2|x(x +1) rezultă că 2/2*-—1, deci 


x=0. 
Problemă pentru clasa a VIII-a, 
Rezolvaţi în N ecuaţia: 


3% =x? +3x +2x+1. 
Crux Mathematicorum — octombrie 2008 — M360. 


Solutie. 3° = x° +3x° +2x+1 03" -1 = x(x + 1)(x +2) .Cum 3|x(x+1)(x+2) rezultă 
că 33*-1, deci x=0. 


Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 


x 


Fie E(x) = -Rezolvati ecuaţia: 
4* +2 
1 2 2009. x 
E +E +... + EC = —. 
(2010) (2010) (2010) 2 
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Probleme rezolvate 


Soluţie. Trebuie să observăm că £E(x)+ E(1 — i, =1.Apoi 


1 2 2009. A w% pe -k 

E +E r — + 

(2019) Goro + tE dt Ga) aCe 2010) * 2010 | 

1005 

Eoo 

1004 

=$ |E ECE JFE 7 + EC) = 1004+ EC) = 100444 = 

‘ail 2010 2010 2+2 2 
Soluţia ecuației este x = 2009. 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
Fie E(x) = Le .Calculati suma : S= E Cly EP Sy ppe, 

16° +4 2010 2010 2010 
Soluţie. Trebuie să observăm că E(x) + E(1—x) =1.Apoi 
1 2 2009, W ii pen -k 
S=E +E i —— + 
Goro’ Goo t +E 2. TE Sci 2010)? 2010 | 
1005 

Eoo 

1004 

-$E PEE JSE ra- eg ) =1004+ E(— 2) = 1004 = 

| 2010 2010 4+4 2 


Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
Rezolvaţi în R ecuația: 


4x? —8]x]- 5 = 0, unde [x]e Z şi x > [x]>x-1. 
Solutie.Deoarece [x]> x-1 , avem 
4x? -5 =8|x]>8(x-1) o 4x? -8x+3 > 0 © (2x-1)(2x +3) > 0 


1 3 
<æ x< — sau x >= 
2 2 


(1) 
De asemenea din x > [x], avem: 


4x? —5 = 8|x]< 8x o 4x? -8x-5 < 0 o (2x—5)(2x41) <0 asus 


2 

(2) 
. i 1 1 3 5 
Din (1) si (2) avem —— < x < — sau — < x < =. 
(1) şi (2) ; od 


Cazul 1. Ra 


Rezultă |x]= —1 = 4x? = —3, ecuaţia nu are soluţii reale, sau 


[x]=0 > 4x? =5>xe EE 


2 


V5 E 


Deoarece 2 < < -1 şi 1< — < 2 nu avem soluții. 
2 2 Da 


Cazul 2. Tia. 


Acum [x]e {1,2,3}. 
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Dacă [x] = 1 = 4x? =13.Deoarece : = = < ws < v6 = 2, rezultă soluţia x = aes 


Daca [x] = 2 => 4x’ = 21. Deoarece = = v9 < v21 < v25 = 2 , rezultă 
2 2 2 2 2 


; 2 
soluția x = —— . 
2 


Daca [x]=3 = 4x’ = 29 Deoarece 3.3 8 we ae. eae: 2 a 


este solutie. 


Soluţiile ecuaţiei sunt x e | 


J13 v21 

2 2 A 
Problemă pentru clasa a VIII-a , 
Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a,b,c şi diagonala d. 


. eee a+b+c : ; 
Să se arate că dacă d = ————., atunci paralelipepedul este cub. 


V3 


Data la concursul national “Gh. Mihoc” - 2009 


Soluţie.Ridicăm la pătrat relaţia din ipoteză, apoi înlocuim d” =a? +b? +c’ şi 
obţinem: 
Zla? +b? +c?) =(atbt+c)’ © (a-b? +(b-c)’ +(c—a) =0oa=b=c.QE.D. 


Problema pentru clasa a IX-a , 
Să se arate că 23 divide 3" + 5%" 415°?" Vn,m,pe N. 


Solutie.Se aplică Mica teoremă a lui Fermat: Va e Z, p = prim, p + a > a”™ = M,+l1. 
În cazul nostru avem 

aail gas mh +1577! =3 Se as +5 „5220 +15 1157? = 

=3-(M,, +1)" +5-(M,, +1)" +15-(M,, +1)? = 

=3-(M,, +1)+5-(M,, +1) +15-(M,, + D= = Ma +34+5+15=M,,. 

Problemă pentru clasa a IX-a 

Să se rezolve în RÎ ecuaţia : 


(x = y) 2007 (x = z) + (y = x) 2007 (y = z)? = 
2007 (z = y) 


2007 


+ (z—x) + m = 0,undem > 0. 


Publicată in RIM — nr.XII -2006 (9618) 


Solutie: 
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Probleme rezolvate 


Notam E(x, y, z) = (x = yy” (x _ eee si (y = x)” (y = z) + 
(z zei x) (z x y)” 

Dacă x< y<z,notama = y — x,b = z — ysi avem Z - x =a + b, 
a>0,b>0. 

E(x y z) = ao’ (a +b) y a” p + (a a b) b > 0 

care este evidentă. 

Egalitatea are loc dacă a = b = 0. 

Daca m > 0 => ecuatia nu are solutii. 

Daca m =0>x=y=z. 


Problemă pentru clasa a IX-a 
Să se rezolve în R? ecuaţia : 


a = y) 2007 a = z) 2007 + (y os: 1) 2007 (y = A ae 
+ (z z ye? (z _ y” a 0. 
Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10355) 


Solutie: 

Notam E(x, y,z) = (x —y) 
(z= x) (z= y) 
Dacă x< y<z,notama = y — x,b = z — y siavem Z - x =a + b, 
a>0,b>0. 

E(x y z) = ao (a +b) e a” p + (a +b) p > 0 


care este evidentă. 
E(x, y,z)=0 o x= y = z.In cazul nostru x = 1 


2007 2007 2007 2007 
( ( + 


x +(y-=x) (x-z) 


si avem solutia y =z =1. 


Problemă pentru clasa a IX-a 
Să se rezolve în R? ecuația : 


(2006 — p)2% (2006 — z)2%7 + (y — 2006)” (y — 2)?” + 

+(z— 2006) (z — y} = 0, 

Solutie: 

Notam E(x, y, z) = (x — y) (x — 2)?" + (y — x)?" (y — 29207 + 


2007 2007 


(z=y)". 

Dacă x< y < z,notăma = y — x,b = z — ysiavem z —- x =a + b, 
a20,b20. 

E(x y z) =a" (a +b)” — q 2007 p 2007 + (a +b)” p >0 


care este evidentă . 


+(z-x) 


Egalitatea are loc daca a = b = 0. 

E(x, y,z)=0 o x = y = z.In cazul nostru x = 2006 
si avem solutia y = z = 2006. 

Problema pentru clasa a IX-a, 
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Fie triunghiul ABC asemenea cu triunghiul 4A'B'C' în care: AB=c,BC=a,CA=b, 
A'B' =Va+b,B'C'=Vb+c,C'A' =Vc+a şi raportul de asemănare 7 


Să se determine lungimile laturilor şi măsurile unghiurilor celor două triunghiuri in 
funcţie de k. 


Ja+b _ Vb+c _ Jc+a 
c a b 
Va+b = ke 
Rezultă sistemul + Vb +c = ka 
Acra = tb 


Datorită simetriei, putem presupune a<b<c. 


Atunci Ja+b<Vb+ce > ke<ka,decia=b=c. 


Solutie. Din enunt avem =k. 


f ! : 2 : E od 
Prima ecuație devine: y2a =ka>a=b=c= y .Deci cele două triunghiuri sunt 


echilaterale primul cu latura $ iar celălalt cu latura Z, 


Problemă pentru clasa a IX-a, 
Să se rezolve în N ecuația x” =x" +a,daca m,n,ae N şi aimpar. 
Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10164) 


Soluție.Este necesar ca m>n.Din x”-x"=a avem x"(x”""-l)=a, apoi 
x(x- Dx +x"... +a S xT x (xaT x+) a. 
Deoarece x-(x—1) este un număr par şi a este un număr impar rezultă că ecuația nu 
are soluții. 


m-n-2 m-n-2 


Problemă pentru clasa a IX-a 


Fie in planul euclidian punctele O, M, A,, A,, A,,..., A, astfel incat 
d(O, M) = d, m(ZA,,OA,) =ia e (0°,180°),i=1,n . 


Consideram punctele B; = proa, M, i = 0,n. 


n-l 
Sa se calculeze > B.B,,,. 
i=0 
Solutie: 
Avem doua situatii: 
1)M e Int(ZA,OA.,,); 2)M e Ext(ZA,OA,,,) 
Deoarece m(ZOB,M ) + m(OB,,,M) = 180” = OB,MB, 


i+] 
cercul de diametru OM = d.Din teorema sinusurilor in triunghiurile OB, B, 


i i+l 


este patrulater inscriptibil in 


i+] 


BB. 
=> i+l 2R = OM =d >> BB, = dsinţi+ a.. 
sin(i + Da 
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Probleme rezolvate 


n-l n-l 
Avem >. B,B,,, =d} sin(i+ Da = d(sin a +sin 2a + sin 3a +...+ sin na). 
i=0 i=0 


Tinand cont de egalitatea cunoscuta 


an 
; i : : 2 . (n+Da 
sina + sin 2a +sin 30 +...+sin na = -sin 
. a 2 
sin — 
2 
„na 
sin — 
. (n+Da 
obiinen Y B8 iu ad: 2 sia ) 
i=0 . Q 2 
sin — 
2 


Problemă pentru clasa a IX-a, 
Dacă a,b,c,d e R;, cu condiția abcd = 1 să se arate că: 
(a? +b? +c? +d’°)(ab+ac+ad +bc+bd + cd) > 24. 


Sotie APDR inegalitate medilor A-G de două ori şi obținem: 


2 
pb cet A SRDAN, 


4 


Do EFE =] 


Prin înmulțirea celor două inegalităţi se obţine concluzia. 
Problema pentru clasa a IX-a, 


SIE n 
Dacă x, e R ,i=1,n,cu ] [x = 1, să se arate că: 
i=l 


i j xx a. 


I<i<j<n 


Publicată în SM — nr. 1 / 2008 (L.4.) 


Solutie. Aplicăm inegalitate medilor A-G de două ori şi obținem: 
2 2 2 n 
Xi +X, Feet X E 
—— 2A Xf) sl > x, > espeotiv, 
i=l 


XiX; n(n—- 
fi = Gaeta. ya ui 
n(n—1) zici PESAN Aha Aa 2 


I<i< j<n 
2 


Prin adunarea celor două inegalităţi se obţine concluzia. 
Problemă pentru clasa a IX-a, a X-a 


Se consideră în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Să se scrie : 
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a)ecuatiile translatiei t=; 
b)ecuatiile omotetiei h; ; 
c)ecuatiile simetriei centrale Sc; 


d ecuatiile simetriei axiale Sc; 


e)ecuatiile rotatiei R>. 
Publicata in RIM — nr.X -2005 (9434) 


Solutie : 


NA > x'=x+a 
a)ecuatiile translatiei de vector v(a,b) sunt (t-):5 |, 
v“ ly'=y+b 


— x =x=3 
Deoarece CB(-3,3) > (t=): | > . 
y'=y+3 
SR A x. |x =kx+(1-k)x, 
b)ecuatiile omotetiei sunt date de (hp ):- |, 
yakyt+(-k)y, 
a, |x =-2x-3 
In cazul nostru avem (h; ):- |, 
p'=—2y+6 
ee es n= Day 
c)ecuatiile simetriei centrale sunt date de(S.):4_, 
y=2yo-y 
x =4-x 


Rezulta (Sc): | , 
Aa A, 
d)daca avem o drepta (d) de ecuatie ax + by + c = 0 atunci simetria axiala 


in raport cu dreapta (d) este data de ecuatiile 


„_b'-a? 2ab 2ac 

=F ED 7* 2 zY 2 2 
a +b a +b a +b 
,_  2ab ATI a-b’ 2bc 

A a? +b? dap e a +b’ 


LA 


Dreapta (BC) are ecuatia x + y-1=0 > (Suc): | 
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Probleme rezolvate 


x’ = xcos0 — ysin ð + x) 


Li 


e)ecuatiile rotatiei sunt date de ( R£) | 
y'= xsin0+ ycos@ + y 


X) = e eaa 
2 
unde 


i 0 : 
Yo = (vg a x,)sin@ 
In cazul nostru avem 


eek 3 1 


2 82 a 


pa E) 
2 


de unde rezulta ecuatiile (RE) ; 


NE) 


2 


pig 
2 


Problemă pentru clasa a IX-a, a X-a 

Se consideră în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Să se calculeze centrul de greutate al triunghiului DEF,unde 

D = t—(A),E = hy (C),F = Se(B): 

(t. = translatia de vector V;h * = omotetia de centru O si raport k; 

S, = simetria de centru O) 

Solutie : 

x =x+a 


a)ecuatiile translatiei de vector v(a,b) sunt (t-):4 |, 
vo l[yw=ytb 


[A 


— x =x-3 
Deoarece CB(—3,3) > (tz) : i SA r = t—(4) = D(-2,3) 


x'=kx+(1-k)x, 


b)ecuatiile omotetiei sunt date de (hý) : | , 
yaky+(l-k)y, 


a |x = -2x-3 e 
In cazul nostru avem (h5 ):- |, => h; (C) = E(-7,8) 
y =—2y+6 
a să = 2x0 -xX 
c)ecuatiile simetriei centrale sunt date de ($.):4 |, 
y = 2yc-y 


x =4-x 
Rezulta (Se): | ; => Sc(B) = F(35,-4) 
MoS Tey, 


Din a),b),c) rezultă coordonatele centrului de greutate sunt 
S27). 3+8-4 -4 7 


a NE PAN 


Problemă clasa a IX-a 


Să se arate că: 
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MA MB MC 
a = or =F = > =U; 
BA-CA AB-CB AC-BC 
MA? MB? MC’ 
-t tt SS SS I, 
BA-CA AB-CB AC-BC 
unde A,B,C si M sunt puncte din spatiu. 


Publicata in RIM — nr.X -2005 (9430) 


Solutie: 
Consideram un punct oarecare O din spatiu si notam cu 


a,b,c si x vectorii de pozitie ai punctelor A, B,C si M fata de O. 


> MA, MB, MC dă Bă E E 
BA-CA AB-CB AC.BC (a-b) (a-c) (b-a) (b-c) (c-a) (c-b) 


( 
Na Eh AM aaa a ee aaa |: 
(a-b): (b-c): (c-a) 
ja MAE TE au E CN 
BA.CA AB-CB AC.BC 
ae 
(a-b) (a-c) (b-a) (b-c) (c-a) (c-b) 
— d (a? +x? 2-a-x)(e—b) + (b? +x? —2:b-xWa—c) + (c? +x? —2-¢-x)\(b—a) |= 
(a-b): (b-c): (c-a) 
_a2(c-b)+b'(a-c)+c2(b-a) | 
(ao byb=ee-a) 


l. 


( Am utilizat formula cunoscută: 
a2(c-b)+b2(a-c0)+c2(b-a) = (a-B(b-ce-a)), 


Problema clasa a IX-a 


Să se afle locul geometric al punctelor M din spațiu care verifică relaţia: 

2 ary 2 ITR 2 a 
a u + ME, gies + ME: Me = 0, VA, B,C din spatiu. 
BA-CA CB- AB AC- BC 


Publicată in RIM — nr.X -2005 (9429) 


Solutie: 


57 


Probleme rezolvate 


- > > — 


Consideram un punct oarecare O din spatiu si a,b,c si x 
vectorii de pozitie ai punctelor A,B,C si M. 
_ MAMA MB?:MB | MC*-MC _ (a- x} 2 $- x)? (c -— x) 
BA-CA -BAB  AC-BC (a-by(a-c) (b-ayb-c) ebe b) 
Dupa aducerea la acelasi numitor si reducerea termenilor avem : 
1 Be SG a EN ae > + + os 
(DE == fa (c-b)+b (a-c)+c EE E 0) 200 A) \ 
(a — b)(b —c)(c - a) 
Avem relatiile : (2) a° (c — b) + b° (a — c) + c° (b — a) = (a + b + c)(a — b)(b — c)(c — a) si 
(3)a?° (c —b) + b’ (a — c) + c° (b — a) = (a — b)(b — c)(c — a), cunoscute de la algebra. 
Din (1), (2) si (3) > 
1 = > >- > > > >- > > > > > > > > > 
(AE =>: e +b + c)(a — b)(b — c)(e — a) — 3x(a — bb — c)(e — a) |= 
(a — b)(b —c)(c —a) 
=a+b+c—3x=04+0B + OC -30M, 


E 


Din ipoteza > OA + OB + OC =30M 


Stim (5) OA + OB + OC = 30G.Deci M = G, centrul de greutate al triunghiului ABC. 


Problemă pentru clasa a IX-a, a X-a 
Se consideră în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Să se arate că mijlocul segmentului DE se află pe prima bisectoare, unde 


D=R,3(B)siE =S, (A) 


(R? = rotatia de centru O si de unghi 0; S, = simetria axiala de axa d) 
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a)daca avem o drepta (d) de ecuatie ax + by + c = 0 atunci 
simetria axiala 
in raport cu dreapta (d) este data de ecuatiile 
i = b-a’ 2ab 2ac 
zi a’ +b? Oe a? +b? 
2ab d pe 2bc 
a? +b? a a° +b’ “i d +b’ 
Dreapta (BC) are ecuatia x + y -1 = 0 => 


X 


y'=- 


x'=-y+1 
(Szo): i => Sc (4) = E(1,0) 
y=-xtl 
k A o [x = xcos0-— ysin 0 + x4 
b)ecuatiile rotatiei sunt datede (R4), : 
y'= xsin + ycos@+ yy 
; 0 l 
x = (xtg —+ y,)sinð 
2 
unde 9 
a il 


In cazul nostru avem 


Yo = 
x Bl 
nuca A De anD 
de unde rezulta ecuatiile (R  ): => 
ELNI EDA 
y'= ++ 
pany 2 


R? (B)= DUBA +1) 
Din a) şi b) avem 


d J3 +1 


2 ° 2 


M( ) 


Problemă pentru clasa a IX-a, 


Să se arate că numărul A =11»x-12x-13x -14x -15x +16. +17. -18x +19: nu poate fi cub 
perfect oricare ar fi baza de numerație x. 


Soluţie.Numărul A se scrie (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4)(x +5)(x + 6)(x + 7)(x + 8)(x +9). 
Fără a restrânge generalitatea (A este produsul a nouă numere consecutive ) luom 
A =(n-4(n—3)(n —2)(n — Dn(n + (n + 2)(n + 3)(n +4), unde din x > 10=> n > 15. 


Deoarece numărul A = (n° —10n)* —n(27n* —180n* —576),se observă uşor că pentru 


Yn > 10 scăzătorul este pozitiv > (DA < (n? —10n)’; 
În continuare avem 
A — (n? —10n —19)* = 3n* —27n* —60n* +177n* + 300n? + 6061 +1 > 0, Vn >10 


De unde => (2)(n* —10n—1) < A. 
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Din relaţiile (1) şi (2) rezultă că A este cuprins între cuburile a două numere 
consecutive, deci el nu poate fi cub perfect. 


Problemă pentru clasa a IX-a, a X-a 

Se consideră în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 

Să se arate că mijlocul segmentului DE se află pe prima bisectoare, unde 
D=R,3(B)si E = Syc(4) 


(R? = rotatia de centru O si de unghi 0; S, = simetria axiala de axa d) 


Solutie : 


a)daca avem o drepta (d) de ecuatie ax + by + c = 0 atunci 
simetria axiala 
in raport cu dreapta (d) este data de ecuatiile 
abia 2ab j 2ac 
a? +b’ a° +b’ a? +b’ 
; 2ab @ = b* 2bc 
: Dai +b? rt +b? a° +b? 
Dreapta (BC) are ecuatia x + y -1 = 0 > 


x'=-y+l1 
(Spc): es => Spc (A) = E(L0) 


=xcosO—ysinO +x; 
b)ecuatiile rotatiei sunt date de ( R ai 
y' = xsin 0+ ycosO+ y; 


LS (isp ad 
2 

unde 9 

Yo = (Oe x sin d 


In cazul nostru avem 


x, yv3 I 


m = 


de unde rezulta ecuatiile (RE) : 


2'2 2 

=> 

E 23 y v3 
79 


2 


Rp (B) = DUBA +1) 
Din a) si b) avem 


saat v3 +1) 
a © 2 


Problema pentru clasa a IX-a, 


MI 
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2007 k 2008 
Sa se calculeze suma : S = > cos-— + 2,008 ; 

k=1 k=1 
Dată la Concursul Interjudetean de Matematică, „Speranțe Rîmnicene”, clasa a 
IX-a, Rîmnicu Sărat, 2008 


Solutie.Deoarece functia COS este periodica ŞI pentru că 
1 27 37 127 _ OT km 3+1 ý 
avemcos— + cos — + cos — +...+cos——=0 rezultă cos — = (pt. că 
6 6 6 6 = 6 2 
2008 kx B3 


2007=167 -12 +3) şi Duos oe (pt. că 2008=167-12 +4). 
k=l 


2/3 +1 
m~ 
Problemă pentru clasa a IX-a, octombrie 


Suma din enunt este S = 


` z ka 
Să se calculeze suma : S, = > cos-—. 


k=l 


Publicată in SM — 1 / 2008 (L.6.); G.M. — nr. 3 / 2008 (25971) 


Solutie.Deoarece functia cos este periodică ŞI pentru că 
m 27 37 127 Woes : : 
avem con + pac ra + ars Pa Oe =0 rezultă că se obţin 12 valori pentru 
suma dată. 
0, daca n = M,, 


dood n =M, +1 

V3 +1 
2 

V3 +1 
2 


„dacân =M,, +2 


„dacân =M, +3 


ee ee +4 
0,dacan=M,, +5 
—lI,dacan=M,, +6 


2443 
2 


,dacan=M,, +7 


,dacan = M,, +8 


Să 
"a 
3+3 
T 
24/3 
= oo 


,dacan = M,, +9 


,dacan=M,, +10 


—l,dacan=M,, +11 
Problemă pentru clasa a VII-a (a VITI-a,a IX-a), 
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Aratati că numărul A= {30 er. 442 +442 +442 +... este întreg. 
6+ V6+V6+... 
Solutie.Notam x= J30 +430 +Ęv30+... , apoi ridicăm la pătrat şi obținem 


x =30+x. 
Rezolvăm ecuația x” —x—30 = 0şi se obțin soluțiile :x, =6, x, = —5.Convine doar 


soluția pozitivă x=6.Analog se procedează pentru calculul numărului 
y = J6 +6++6+... .Ecuaţia care se obține este y? -y—6=0 cu soluția pozitivă 
y = 3 Se procedează ca mai sus şi rezultă (42 +442 +442 +... =7. 


Numărul din enunţ este deci A = = 7=-5eZ,c.c.t.d. 


Notă. Exercitiul poate fi efectuat şi de elevii clasei a VII-a deoarece au de rezolvat o 
ecuație de tipul x’°-x=a <æx(x-l)=a, produsul a două numere 
consecutive=natural şi prin încercări rezultă soluțiile. 


Problemă pentru clasa a IX-a, 


Fie a > 0 , rădăcina ecuaţiei x” —2207x+1=0. Să se găsească numerele naturale a, 


b şi c diferite de zero astfel încât Va = a+vb ; 
c 


Publicată în RMT — 1 / 2008 (IX.238.) & SM — 1 / 2008 (L.24.) 


Solutie . Folosim următoarea lemă :"dacă œ este rădăcina pozitivă a ecuaţiei 
x? —bx+1=0 , atunci Ja este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei x” —xVb+2+1=0 
“ (se demostrează uşor).Cu această lemă obținem că Va este cea mai mare rădăcină 
ecuaţiei x” —47x+1=0 , mai departe 4/a este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 
x? —7x+1=0,şi Va este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei x? —3x+1=0. 


34/5 


Obtinem Va = şi valorile :a =3,b=5 sic=2. 


Problemă pentru clasa a IX-a, 


2008 !+ 2005! 
2007 !+ 2006! 


sau egal cu x ) apoi generalizati rezultatul. 
Publicată în RMT — nr. 2 / 2008 (VII.241.) 


Calculati | \« unde [x] reprezintă cel mai mare număr întreg mai mic 
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1 1 
| Ă : 
T p i Şi 2006! (2007 - 2008 + 2050) i 2007 . 2008 + roit 
"| 2007!+2006! 2006 ! (2007 +1) 2008 
1 
=| 2007 + ———_——_ | = 2007. 
2006 - 2008 
(n+3)!+n! 


Generalizare. | | =n+2, VneN. 


(n+2)!+(n+1)! 
Problemă pentru clasa a IX-a , a X-a, a XI-a, 


Să se rezolve sistemul: 


Crux Mathematicorum, decembrie 2008, M 375 
Solutie.Primele două ecuații ne sugerează considerarea următorilor vectori: 


>- 12 Maes ace 
a=(—, os şi b=(x,y,z).Avem a-b=6, =3 Rezultă a-b = 
Xyz 


deci, unghiul vectorilor este nul, prin urmare vectorii sunt coliniari şi au coordonatele 


proporționale. 
2 2 2 2 2 2 


Obie 2 ae Ze eat ee olanda 
l 2 3 1+2+3 6 2 


vat ye +4/3,2 = 


aie cont de ecuatia a treia, avem solutiile: 


E sea) [Era e ae) 


Problemă clasa a X-a 


Să se afle rădăcinile polinomului 
f =aX?+bX? +cX +d e R'|X|dacab+d =a +c. 


Solutie: 
b c d 
b+d=at+c>bt+d-c=al:(-a)>-—+ =-l> 
aaa 


=> Ss +5, +58, +1=0> 

xi tx, +x, + xx, +xX,X, XX Xe, + 1 SOS 
=> x,(l+x, +x, +x,x,)+(1+x, +X; +x,x,)=0=> 
(+x, +x; +2x,x;)(x,+1)=0> 

=> (x, +D@, + DG, +1) =0> x, =x, =x, =-1. 
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Probleme rezolvate 


Problemă clasa a X-a 


Fie f =aX° +bX?° +cX +d € R'[X] 
Sa se arate ca bc = ad daca si numai daca f are o radacina 


egala cu opusul alteia. 


Solutie: 
x =X, Sx, tx =0S (x, +x, )(x, +3) +%,) =0S 
S (x +X, +X (XX, + xx tx) XX = 0 

b c d 


> SS, =S,<@--—-—=-— & be ad. 
aa a 


Problema pentru clasa a X-a, 


Să se arate că: 
Gie -D Gal? SI) Ge D aa n 
(x+Vx? -1)"+(x-vx? -1)" vxe[-ull 


<2, 


Soluție.Notăm 7, (x) = (x + x” -1)" +(x-vx’ —1)"; facem substitutia x = cosa , 
T (x) = (cosa + cos” a 1)” +(cosa—Vcos’ a -—1)” = 

= (cosa +isina)" + (cosa —isin a)” = 2cosna. 

Analog 7, ,(x) = 2cos(n —l)a şi T,,,(x) = 2cos(n + la. 


de unde : 


Calculăm 
Tau (0) + Tu (x) _ 2cos(n + la + 2cos(n — la _ 
T, (x) 2cosna 
casa (n + Da + (n —1)a aia (n + Da — (n — 1)a 
cosna 
2 
= SORE east = 2 cos(arccosx) = 2x. 
cosna 


T(x) + Tu (x) 


Expresia din enunt devine: 
T,œ) 


=|2x| = 2|x| < 2, deoarece |x| <1. 


Problemă pentru clasa a X-a 
Să se arate că în orice triunghi ABC, are loc inegalitatea: 


sin” A + sin” B + sin” C >Í p 


= > A , Yn e (-«,0]U [I1,00). 


Solutie: 
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Folosim inegalitatea cunoscuta 


n 

m > ( m as 
m m 

unde x,,x,,...,%, > Osin €(-00.0]U|I,0). 


xi +x katy x +x, +..4% 


Punand x, = sin A, x, = sin B, x, = sin C „rezulta 


sin” A + sin” B +sin” C $ bei + sin B+ sin Cn 
3 7 3 


si tinand seama de identitatea sin A + sin B + sin C = E 


obtinem inegalitatea din enunt. 


Problemă pentru clasa a X-a 
Să se arate că în orice triunghi ABC, are loc inegalitatea: 


sin” A+sin” B +sin” C BI P EE > E E 
> cos co c 
3 3 
Vn e (—0,0]U [l, o0). 
Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9994) 


Solutie: 
Folosim inegalitatea cunoscuta 


n n n 
XP AXP HEH x, $x, E E 


2 ( ), 

m m 
unde x,,X,,....%, > Osin e (-00,0]U1, 0). 
Punand x, = sin A, x, = sin B,x, = sin C , rezulta 
sin” A+ sin” B +sin” C _ sin A +sin B +sinC., 
dn ni ee ee ee 
3 3 


re : : f i : A B e 
si tinand seama de identitatea sin A + sin B + sin C = 4cos = cos cos 


obtinem inegalitatea din enunt. 


Problema pentru clasa a X-a, 
Sa se arate ca : 


2k<n+1 2k<n-l 
DC (x? = 1)‘ + >» Cy (x? A D* 
N <2, Vx e [-1,1]. 
` Cig (x? = 1)‘ 
keN 


2k<n 
Soluţie.Notăm 7,(x) = XC x (x? - 1)". 
keN 
Fie C,(x) = cos(n arccos x) , unde x e |- 1,1]; daca substituim x = cosa atunci 


2 —2 SES 4 s4 ape Si 
C,(x) = cosna = cos” a — C} cos” “asin a+C, cos” asin’ a-.. 
=x" — Ci (1- x?) + Cix" (xy =... = 


2k<n 2k< 


= Cy‘ e a (| - x?) = Yar (x? —1)* = T, (x). 


keN keN 
În continuare calculăm 
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Probleme rezolvate 


Tu (0) + Ta (x) _ 2cos(n + Da + 2cos(n — la _ 
T, (x) 2cosna 


„ntha+(n-Da pt DA- O -Da 


2co 
2 2 _2cosnacosa _ 


cosna cosna 
= 2 cosa = 2 cos(arccos x) = 2x. 


T(x) + Ta (3) 


Expresia din enunţ devine: 
T,,() 


=|2x| = 2|x| < 2, deoarece |x|<1. 


Problemă pentru clasa a X-a, 


Să se determine forma generală a şirurilor definite prin: 
a)x,,, =—3x, +2, VneN, x, =1. (recurenţă liniară de ordinul 1 cu coeficienți 


n+l 


constanti); 


b) x,,, =—x, +} -—| n, VneN,x, =1.(recurenta liniară cu un coeficient variabil); 
n+l 2 n 3 0 5 


1 1)" = . aie 
c) X, = zu + 5) „Vn € N ,x =1.(recurenta liniară cu un coeficient variabil); 
n+l 1 3 sti dora J ae 
d) e = 3 x, +—, Vne N`, x =0.(recurenta liniară cu ambii coeficienți 
n+ n 
variabili). 
x, = —3x + 2); (-3)"7 
x, =-3x, + 2l. (ear 
Solutie. a) Avem relațiile ¢......... eee iar prin adunarea lor obtinem 
Xa- = 3X 4-0 + 2); (—3) 
x, =—3x,ı +2 
(-3)" +1 ee see Aia 
x, = == Forma generală a şirului x,,,=ax,+b,VEN este 


x, =a"x, +b(a" +a"? +...41). 
b) soluția generală a relației de recurenţă (x, ) este suma dintre soluția relației omogene 


(y,,) $i o soluţie particulară a relației neomogene (z, ). 


n 
Considerăm y, = {>| , CE R este o constantă ce se va determina ulterior. 


Soluţia particulară o căutăm de tipul z, = B O(n), unde O(n) este un polinom de 


grad 1 , care, înlocuită în relaţia de recurenţă da too +1) -0(n) = n .Dacă 


O(n) = an + p 
1 
3 


| an 2). 


: 12 ; ; ; 
obținem a = e şi £ =-— .Atunci soluţia particulară este z, = E 
7 49 49 
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Deci x, =c 2 ate (7n—2), dând lui n valoarea 0 obținem c mee gi se 
2 49\3 49 


obtine: 


„ih 6(1 In-2). 
49\2 49\ 3 


c) se procedează ca la punctual b) sau ca la punctual a) şi se obține 


n n-l 
1 
x, = 5) (| n. Forma generală a sirului x, =a x, + f(n),V e N este 


n-1 
X, =a"xy+ fa 
k=0 
d) Se utilizează procedeul iterarii directe, ca la punctul a).Forma generală a şirului 


n-l 
Xiu E a,x, +b,,V EN este: x, = AjQ,...a,Xq (E basiaaa,] +b,. 
k=0 


În cazul nostru x,,, =a,...4,x, +b,a,...a, +b,a;..a,+b,,a, +b, si 
: 1 3 4 5 n+1 
obținem: x,,, = —+—+—+ ). 
n+2 1 2 3 n-—l 


Problemă pentru clasa a X —a, 


Să se determine forma generală a şirurilor (recurente liniare de ordinul 2 cu coeficienţi 
constanti) definite prin: 

a) Xp = 1g RL Vne N, Xe HX; = 25 

b) X +2 au 6X py a 
C) x, = 43x, —x,,VneEN,x, =x, =l. 


Solutie.a) termenul general este de forma x, =c,7,"+c,r,", unde r, şi r, sunt 


9x,, VneN, x, =x, =l; 


rădăcinile reale şi distincte ale ecuaţiei reciproce ataşate, r? — Tr +12 =0, iar, c Sic; 
sunt constante care se determina din condiţiile initiale.Avem 7, = 3,7, = 4, iar, din 


Ci) +e, = 


sistemul | rezultă c, =2,c, = —1. Rezultă x, =2-3" —4". 


3c, + 4c, = 


b) ecuaţia caracteristică asociată relației de recurenţă este r° — 6r +9 = 0 şi are rădăcina 
not 


dublă r, =r, = a = 3.Termenul general este de forma x, =c,a@" +c,na”, deci 
, Saye 8 ; 2 er 
x, =¢,:3" +c, -n-3" Din condiţiile iniţiale rezultă c, =1 şi c, = mae apoi obtinem 


x, =3"'-(3-2n). 


c) ecuaţia caracteristică, r° — V3r +1=0, are rădăcinile complexe 


V3 ti 


T.. T îi 
io = =cos— +isin—=cost +isin¢ .Termenul general este de tipul 
ee) 6 6 


x, =r"(c, cosnt +isinnt), unde r = h | .Din condiţiile inițiale obținem c, =1 şi 


C, = 2-43 Rezultă X = cos + (2-/3)sin—. 


Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
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x 


Fie E(x) = 5 „Rezolvaţi ecuaţia: 
1 2 2009. x 
E +E F —) = — 
Goro’ Goro t tE 3 


Solutie.Trebuie să observăm ca E(x) + E(1—- =1.Apoi 


1 2 2009, W al pees 
E +E s — 
Goro’ Goi0’* * E 010)” DE Goo) A [e 2010)? 2010 
1005 
Eoo 
1004 
-$z je ra- +85 )= 1004+ EG ei ie 2 a 
| 2010 2010 2+2 2 
Soluţia ecuației este x = 2009. 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
Fie E(x) = .Calculati suma : S= E( )+ E( cane Me peo). 
16° +4 2010 2010 2010 
Solutie.Trebuie să observăm ca E(x)+ E(1—x) =1 stiai 
2009, @& T poon 
E+ eee E(——_)= VE = DE aa 
2010 2010 2010 4 10 ‘cl oo) 2010 
1005 
Eoo 
1004 
-S EGE ra- eg ) =1004 + E(— 2) =10044 =. 
‘aL 2010 2010 4+4 2 


Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 


Rezolvaţi în R ecuația: 

4x? —8|x]- 5 =0, unde [x]eZ si x2 [x]> x-1. 

Solutie.Deoarece [x]> x-1 , avem 

4x? —5 =8|x]>8(x-1) o 4x? -8x +3 > 0 © (2x -1)(2x +3) > 0 
1 3 

O x< sau x >= 


(1) 


De asemenea din x > |x], avem: 


68 


| 


| 


Neculai Stanciu, Berca, Buzău 


4x? —5 = Shy] < 8x e 4x? -8x-5 <0 eo (23-52 +) 50 @-Ts x55 


2 

(2) 
. i 1 1 3 5 
Din (1) şi (2) avem —— < x < — sau — < x < =. 
(1) şi (2) > a i 


Cazul 1. sasa. 


Rezultă |x]= —1 = 4x? = —3, ecuaţia nu are soluții reale, sau 


[x]=0 > 4x? sss- 25. 


2 


E 5 


Deoarece 2 < <—l şi 1< — < 2 nu avem soluții. 
2 2 d 2 


Cazul 2. TEN 
2 2 


Acum |x]e {1,2,3}. 


J9 13 16 
< < 
J 2 
AO V21 V25 5 
L 


Dacă |x]= 2 > 4x? = 21. Deoarece a = >, rezultă 
22-2 2 2 2 


Dacă |x]= 1 => 4x? = 13 Deoarece = = 2, rezultă soluția x = =. 


2 
soluția x = —— . 
2 


Daca [x]=3 => 4x? = 29 Deoarece = r < > < ae = : „rezultă x = 


este solutie. 


Soluţiile ecuaţiei sunt x e | 


V13 21 
Paws 


Problema pentru clasa a VIII-a, 
Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a,b,c şi diagonala d. 


reat a+b+c : 
Să se arate că dacă d = ———~—., atunci paralelipepedul este cub. 


V3 


Solutie.Ridicdm la pătrat relaţia din ipoteză, apoi înlocuim d” =a? +b? +c’ şi 
obtinem: 
Zla? +b? +0?) =(atb+c)’ o (a—b)’ +(b-c)’ +(c-a)’ =0Sa=b=c. QED. 


Problemă pentru gimnaziu sau clasa a XII-a, 
Fie N =2-4-6-...-2008—1-3-5-...-2007 .Aratati că 2009 divide pe N. 


Publicată în GMB — 4 / 2009 (C.O.: 5019) 
Solutie 1. (clasa a XII-a) 
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2-4-6-...-2008 = [(—2007)- (2005) (—2003)....-(—3)-(—1)]mod(2009) 
=(1-3-5-...-2007)mod(2009). 

Rezultă N =0mod(2009).Q.E.D. 


Solutie 2.(gimnaziu).Generalizare. 

Notăm A =1-3-5-....(2k-1), 8B=2:4-6....:Qk), C=2k41. 

Observam ca 

A=(C—2k)(C —(2k —2))-...-(C—2) = Me +(-1} -2-4-....(2k)=Mo +(-1)* -B. 
Rezultă N=-M,.+(1+(-1)")-B. 

Acum luom k = 1004 şi rezultă 2009|N .Q.E.D. 


Problemă pentru gimnaziu sau clasa a XII-a, 


Fie N =2-4-6-...-2010+1-3-5-...-2009 .Arătaţi că 2011 divide pe N. 


Solutie 1. (clasa a XII-a) 


2-4-6-...-2010 = [(—2009) - (-2007) -(-2005)....- (—-3)-(-D)]mod(2011) 
= —(1-3.5....-2009)mod(2011). 
Rezultă N = 0mod(2011).Q.E.D. 


Solutie 2.(gimnaziu).Generalizare. 

Notăm 4=1-3-5-....(2k-1), B=2-4-6.....(2k), C=2k +1. 

Observam ca 

A=(C-2k)\(C — (2k -2))-....(C -2) = Me +(-1) -2-4.....0)=Me + -B. 
Rezultă N=M,+(1+(-1)‘)-B. 

Acum luom k = 1005 şi rezultă 2011|N .Q.E.D. 


Problemă pentru clasa a XI-a, 
= A . 4 4 8 * 
Să se rezolve în M,(C) ecuația: A“ = 4 6) neN’. 


Soluţie.Observăm că det(A*) = 0 .De aici (det 4)’ = 0, de unde det A = 0 .Utilizând 


4 8 
relaţia Cayley-Hamilton obținem A* = (T A) - A Considerăm B = | 3 s] şi obținem 
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(T 1A) -A=B,incare egalând urmele, obținem (T Ay -TrA = TrB , deci 
(774) = TrB =10 => TrA e {t V10,+i4/10 f. 


În continuare, din cele de mai sus avem A = 2 -= 2 = IA -B 
(TrA) TrB TrB 
TrA 


A 4 4 8 
Soluţiile ecuaţiei sunt: A e |: x -B ti n . a) „unde B = e 5) 


Problema pentru clasa a X-a, 


EA . log; 4 
Rezolvaţi în R” ecuația :(4!8* Me “=x-3. 


Data la Concursul Sperante Rimnicene 2009 
Solutie. 


Deoarece (=) a 


log, € 


= e Va,c > 0,b z L,atunci avem 


VueR, (4" + aye = 4s (+) valabilă şi în cazul particular u = log, x ). 


(*) 
Fie f(x) =4"%* +3, Vx > 0.Atunci f(x)=x'’* +3 şi ecuaţia de rezolvat devine 


SF) =x. 
Funcţia f(x) este crescătoare .Dacă f(x) < x, atunci f(/(x)) < f(x), iar, daca 
f(x) > x, atunci f(f(x)) > f(x) Deci, pentru a avea f(/(x)) = x, trebuie ca 


f(x). 
u u 4 ; 1 j A 
Cum u = log, x, avem 4" +3=7" © z +3. = =1.Deoarece, membrul stâng 


este o funcţie strict descrescătoare, deci injectivă, rezultă că unica soluție este 
u=lox=7. 


Problemă pentru clasa a X-a, 


pe a 


Rezolvaţi în R* ecuaţia (a Sau 4 h =x-b, Va,b>1. 


Solutie. 


log, z 


log, 3 š 
Deoarece (+) x"? = z°®*, Yx, z > 0, y z 1,atunci avem 
loga, u PERAR ES 4 
VueR, (a + b) = gible +) (valabilă şi în cazul particular u = log,,, x). 


(*) 
Fie f(x) = a" +b, Vx >0.Atunci f(x) =x'*’" +b şi ecuaţia de rezolvat devine 


FF) =x. 
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Probleme rezolvate 


Funcţia f(x) este crescătoare .Dacă f(x) < x, atunci f(/(x)) < f(x), iar, daca 
f(x) > x, atunci f(f(x)) > f(x) Deci, pentru a avea f(/(x)) = x, trebuie ca 
fœ) =x. 


Cum u =log,,, x, avem a“ +b = (a +b)" (2%) sof 
a+b a+b 


membrul stâng este o funcție strict descrescătoare, deci injectivă, rezultă că unica soluție 
este u=] © x=a+b. 


u 
) =] .Deoarece, 


Problemă pentru clasa a X-a 


Rezolvaţi în Z ecuația: (4- x} = + (3—x)%*+20=4+3%. 


Solutie.Daca x < 0, membrul stâng este număr natural mai mare ca 20, iar, membrul 
drept nu este număr natural şi este mai mic ca 1. 

Dacă x > 4, membrul drept este număr natural , iar membrul stâng nu este număr 
natural . 

Analizând valorile x e (0,4) Z , obţinem soluţia x = 2. 


Problema pentru clasa a IX-a, 


Rezolvaţi în R” ecuaţia: ,/1+ AE 1- ae ae =x. 
2 2 2 2 


Publicată in GMB — 4 / 2009 (26137) 


Solutie.Ecuatia este echivalentă cu J2 +y2+x42+x + d2 RE =xV2. 
Din 2—-42+42+x 2 0, rezultă 0<x<2 <&0< = < 1 .Deoarece există ae La) 


x A x ; er 
VO< 7) <1,aiî. cosa = z vom folosi substitutia x = 2cosa. 


Vom utiliza de asemenea şi formulele: v2 + 2cost =2 cos gi V2—2cost = 2sin 2 , 


Avem 


(24+ 424+J24x = +0 +23 2cosa - es 2+,/4cos? £ = 


= 
2 
ps 2+2cosČ = 
\ 2 
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= 2+2cosČ =2cosÉ. 
\ 4 8 


Analog DE 2+42+x =2sin E. 


Ecuația devine : 


2 cos + 2sin 4 = 22 cosa > V2 sos + sin Ĉ = Cosa O cos ac =cosa. 
8 8 2 8 8 4 8 


II 
Q 
0 
Q 

II 

| 


Din ae 0,2 , rezultă Zas 
2 4 8 


; 27 
Soluţia este x = 2cosa =2 ae ; 


Problemă pentru clasa a IX-a 


Rezolvaţi în R” ecuația: ,|1 + La: EERTE 1 La, ene =x. 
2 2 2 2 2 2 


Solutie.Ecuatia este echivalenta cu 


beb Ee +2- 42+ bf =x/2., 


Din 2—J2+/24+J2+x > 0, rezultă 0 < x <2 & 0.< > <1.Deoarece exista 


mT x X xX f Da pn 
ae loz], vo< z <l,ai. cosa = J vom folosi substitutia x = 2 cosa .Vom utiliza 


de asemenea şi formulele: y2 + 2 cost = 2cos- gi ¥2—2cost = 2sin = ; 


Avem 


NIFA ENITI AAOS ENSA a ps fox f+ pe = 


24+,/24+ 99 cos = 24 [2+20084 = [2+20088 = 20084. 
\ 2 4 8 16 
A AN IA A =2sin ©. 


Ecuația devine : 


2cos-&+2sin 4 = W2 cosa SS E + sin 2 = cosa 
1 16 2 16 


6 16 2 
m a 
<> cos} — — — | = cosa 
z z) 
a 5 a 4r 
Din a e| 0,— |, rezultă ——— es 
2 6 17 


Probleme rezolvate 


: 4r 
Soluția este x = 2cosa =2cos—. 


Problemă pentru clasa a X-a, 


Aratati că (7 — 4/3 \o7 + 56,3) + 0 + 4/3 \97 — 56,3) +2, este patrat perfect 
(pătratul unui număr natural). 


Solutie.Observam că : 


(2+ V3) =744y3; (243) =(744V3) =97 +5643; (24+ ¥3)2-V3)=1. 


Expresia data devine: 


(1-443107 +5643] +(7+4V3)97-56y3]' +2= 
Gaga seen eben pan = 
=| +3)" rb- T. 


E n-l 2 —] n-—l 2 —] 
Din (2/3) =2.5| 002 43-5)" 2% rezultă: 
m 2k +1 


k=0 2k 
n- n- nal p =] 
b+.) (oala) Lz | n 2. 
k=0 2k 


2 
zi (2n-1 
Obtinem că numărul dat este egal cu pl ý o Q.E.D. 


Problemă pentru clasa a VII-a sau a VIII-a, 


Rezolvaţi în R ecuația: 
V2+4x-2x? +6 +6x—3x7 =x? —2x+6. 


Publicata in Crux Mathematicorum — martie 2009 


Solutie. Avem: 2+ 4x—2x? + V6 + 6x—3x? =4/4—2(x-1)? +49-3(x-1)}? < 


<V44+J9 =5<54+(x-1)? =x? -2x +6. 
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Egalitatea are loc dacă şi numai dacă x —1=0. 
Soluţia ecuației este x =1. 


Problemă pentru clasa a VII-a sau a VIII-a 


Rezolvaţi în R ecuația: 
V1+6x—3x? +V74+4x—2x? =4x° —8x+9, 


Publicată in SGMB — mai/2009 (S:E09.201) 
Solutie. Avem: 1+ 6x —3x? +7 +4x—2x7 = 4/4-3(x-1)? +4/9-2(x-1)? < 


<V44/9 =5<544(x-1)? =4x? -8x 49. 
Egalitatea are loc dacă şi numai dacă x -1=0. 
Soluţia ecuației este x =1. 


Problemă clasa a XI-a 
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Probleme rezolvate 
Fie x, e R, solutie pentru ecuatiile: ax” + bx +c =0,dx’ +ex+ f =0, 
2ax +b =0si 2dx+e=0. 
Sa se calculeze: 
ax? +bx+e k 
E +ex+ f | 


XOXy m 


unde Al este partea intrega iar k,m e R*. 


Solutie: 
Avem:(I)—*—-14 5 £ Š- k ; 
dx +ex+ f dx +ex+f| dx +ex+f 
2 
(dindefinitiapartiiintregi) Jmultinrelatia(!) cu™ + *¢ şi obtinent 
m 
k ax” +bx+c ax tbx+e ax! +bx+c k 2 
m dx +ex+f m m d +ex+ f | 
ck. ax’ +bx+c_ 
“m dx +ex+f i 
2 
T T a aa — 0, din teorema clestelui, 
m 
conditiiledin enuntsi teoremaluil - Hospital 
k ax’ +bx+c k 2ax+b_ ak 


aveml=]] =|] . SS teii 
lim, dx” +ex+f limy 2dx+e md 


Problemă pentru clasa a XI-a 

Să se scrie ecuația dreptei perpendicularei comune dreptelor : 
d,:x-l=y-2=2-3,sid,:-x-l=-y+2=z2z 

Publicată in RIM — nr.XI -2006 (9639) ; Publicată in RIM — nr. XIII -2007 (10000) 


Solutie: 
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1 2 
Din ecuatia dreptei d, : =~ i 2 i : „rezulta : 


vectorul director al dreptei d; , v, (1,1,1) si un punct curent pe dreapta d; , 
M (1,2,3). 


Analog vV, = (—1,—1,1) si M, (—1,2,0) sunt vectorul director respectiv, 
punctul curent al dreptei d, . 
Rezulta vectorul director al dreptei perpendiculare comuna d, „este 


TE 
vev,xv,=/1 1 1|=2i-2j. 
-1 -1 1 
Fie P,, planul determinat de dreapta d, sid, respectiv P, 
planul determinat de dreapta d, sid... 
Atunci cele doua plane au ecuatiile: 


x-l y-2 z-3 


P:(r-r,v,w=00| 1 1 1 |=00x+y-2z+3=0 
a ad 40 
x+1 y-2 z 


Pyi(r—7,,V,,Vv)=0|-1 -1 1=0ex+y+2z-1=0. 
2 -2 0 
. ; x+y—2z+3=0 
Ecuatia perpendicularei comune este d, : 
“~ |x+y+2z-1=0 


Problemă pentru clasa a X-a sau a XI-a 
Să se scrie ecuația dreptei care trece prin punctul A(1,-1,1) şi se sprijină pe 
d > 1 id x+y+1=0 
:x—2=y-—l=zsid,: 
eH í 2’ |x+z=0 
Publicată în G.M -nr. 2 / 2006 ( 25490); 
Publicată în RIM — nr.XII -2006 (9834); Publicată în RIM — nr.XIII -2007 (10001) 


Solutie: 
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Probleme rezolvate 


Se scriu fascicolele de plane ce contin dreptele d, si d, , apoi se intersecteaza 
si se obtine multimea tuturor dreptelor din spatiu ce se sprijina pe d, sid, , 
dupa care 


se extrage din fascicol dreapta ce contine punctul A. 


P, :x—y—l+ 4(x—z—2)=0, fascicolul de plane ce contine pe d, 

Pu:x+y+1+ u(x + Z)=0, fascicolul de plane ce contine ped,, 
x—y =—1+ 4(x—z—2)=0 

as eee 


au: , multimea tuturor dreptelor din spatiu 


ce se sprijina pe d, si pe d,. 
1+1-1+4(1-1-2)=0 
Din A ed, , > ) Ny EE 
S 1-14+14+ u(+1)=0 2 2 
inlocuind pe A si u in d, „ obtinem ecuatia dreptei cautate 


3x -2y-z-4=0 
Ti y-Z 


x+2y-z+2=0 l 
Problemă pentru clasa a X-a sau a XI-a 


Să se scrie ecuaţia dreptei d! „ce se sprijină pe dreptele 


04: aa y=x4+l , 
d: sid, : si este paralela cu dreapta 
Z z=3x+1 


.X-3 y+5 z-l 
2 3 1 


Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10167) ; Publicată în RIM — nr.XII -2006 (9835) 


Solutie: 

VM ed, > M(t,2t,t —1) 

VP ed, => P(s,s+1,3s5 +1) 

rezulta MP = (s —t,s —2t+1,3s — t + 2).Din enunt MP 


este coliniar cu v(2,3,1) 


s-t s—2t+l 3s-t+2 1. 7 
=> — = = a s=-H-sit=- > 
2 3 1 3 3 

sali sal 
Spee Zr est = 3-7 
3 3 2 3 1 
—y+1=0 
Sa’: se 
3x—6z+1=0 
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Problemă pentru clasa a X-a sau a XI-a 


Să se determine ecuația dreptei ce trece prin proiecția punctului A(1,0,0) pe dreapta 
d : x = y = z si se sprijina pe dreptele 


x-y-z=0. 2x —y =0 
d, : si d, : 
y-z-1=0 x-z+1=0 


Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10168) 


Solutie: 


Proiectia punctului A pe dreaptă o aflăm intersectând dreapta d: cu planul P:care 
conține punctul A şi este perpendicular pe dreapta d. 
Pr,d=4,,A, =dAOAP,d : x= y =z > v(l,1,1) 
me Te x+y+z-l=0 
P: |40,0,0); N = v|> P:(x-l)+y+z=0> {4}: 
x=y=Zz 
1 111 

>x=y=Z7=-> ÁG: 

á > G33 
In continuare consideram fascicolele de plane P, si P, care contin dreptele d, 
respectiv d,. 
P, :x-y-z+A4(y-z+1)=0,P,:2x—y+ u(x- z +1) = 0.Rezulta d, multimea 
tuturor dreptelor care se sprijina pe d, si d, 
nes =0 


1 . ; 
d,,: din A, ed, , >4=-1,4 = —= Ecuatia dreptei cautate este 
* |2x—yp+u(x—z+D=0 3 


„|x—2y+1=0 
“|7x-3y—z+1=0 


1 
= 
3 


Problema pentru clasa a XI-a , 


Să se arate că ecuaţia a” = bx” +cx+d are cel mult trei rădăcini reale 
Ya >1l,beR';c,deR. 
Publicată în G.M. — nr. 6 / 2007 (C: 3180); Publicată în RIM — nr.XV -2008 (10366) 


Solutie.Ne folosim de proprietatea:Între două rădăcini ale funcţiei avem cel putin o 
rădăcină a derivatei. 

Fie f:R—R, f(x) =a" —bx? —cx—d_ şi presupunem prin reducere la absurd că are 
4 rădăcini deci f"(x)=0are cel puțin 2 rădăcini.Dar cum 


E > 2b : y . bb ate 
x) =a" In’ a-2b=-00 a*= are o singură soluţie, rezultă ca f are cel mult 
TI g t 


3 rădăcini. 
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Probleme rezolvate 


Problemă pentru clasa a XI-a, 

Se consideră dreptele : (d) : bex = cay = abz (e) : cax = aby = bez şi 
(f):abx = bey = caz. 

Să se demonstreze egalitatile: 

(i): sin Z(d,e) = sin (e, f) = sin Z(f,d), unde am notat cu Z(d,e) unghiul dintre 
dreptele (d) şi (e), respectiv analoagele; 

(ii) : sin Z((d,e),(e, f)) = sin Z((e, f),(f,d)) =sin Z((f,d),(d,e)), unde am notat 
Z((d,e),(e, f)) unghiul diedru determinat de planele (d,e) şi (e,f), respectiv 


analoagele. 
Solutie.Observam că ecuațiile dreptelor din enunţ pot fi puse sub forma: 
Krpe- Z xXx y Z. x y zZ 

d):—=—=-, (e):—==—=—şi ===>. 

P b c OG c ee a b 
Dacă avem dreptele (d): = => şi (d) = 7 2 

L m; n l, m, n, 

unghiul p format de acestea este dat de formula: 


IL +mm, +nn i 
n Iuliei Ste vie: unde ¢ e {-1,1} ; semnul £ se datorează 


(1) cos = 


el, +m, +n, Se +m, +n, 
faptului că cele două drepte fac între ele patru unghiuri, două ascuţite si două 
obtuze(congruente între ele), este deci utilizat pentru a caracteriza toate cele patru 
unghiuri care sunt formate de două drepte neparalele.Utilizăm formula (1) şi obţinem 


unghiul Z(d,e) format de dreptele (d) şi (e) dat de mazes ae. 
ela +b’ +c") 
ab+bc+ca ab+be+ca + 


Analog se obține cos Z(e, f) = 


şi cosZ(f,d)= 


ela? +b? +c’) ela? +b? +07). 
continuare se utilizează formula sina = y1- cos? æ şi rezultă relaţiile (7). 
Dacă avem planele (P): 4,x+B,y+C,Z+D,=0 şi (P,):4,x+B,y+C,Z+D, =0, 
atunci cosinusurile unghiurilor dintre ele sunt date de formula : 

A,A, + BB, + CIC, 
eV A? +B’ +C? HA +B; +C; 
caracterizarea celor patru unghiuri diedre formate de cele două plane. 
Determinăm ecuaţiile celor trei plane date în enunt: 


(d,e) :(ab—c2)x + (bc —a2)y+(ac-b?)z=0; 

(e, f):(bc—a2)x + (ac —b’)y+(ab—c’)z=0; 

(f,d): (ac —b*)x+(ab—c’)y+(be-a’)z =0. 

Notam: A =ab—c’*,B =bce-a’ şi C=ac—b’ .Folosim formula (2) şi aflăm 
AB+BC+CA AB+BC+CA 

cos Z((d,e),(e, f)) = ; cos Z((e, f),(f,d)) = f 

(d,e), (e, f)) R C (e, f) (f,d)) (A+B? 4C) 

cos Z((f,d),(d,e)) = Bees de unde cu formula sina =~l-—cos’ a 
€(A° + B°+C°) 

obtinem relatiile (2). 


(2) coso = „unde £ e {- L1}si este utilizat pentru 


Problema pentru clasa a XI-a 
Sa se calculeze: 
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max 3 (n —k + l),unden e N 


Publicată în SM — 1 / 2008 (L.27.); Publicată in RIM — nr.XI -2006 (9641); 
Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (9998) 


Solutie: 

Consideram functia f(x) =3"(n—x+1): 

Derivata f'(x)=3% [(n —x+1)In3- 1] se anuleaza in 
1 


zeae ia i oa ae 
In 3 2 Ins 


1 fea! 
NS X65. Se A <n+1.Re zulta urmatorul tabel de variatie : 


X 1 n xo  n+(1/2) n+] 
fl PPR ae ay | e e 
f Crescâtoare descrescatoare 


Deoarece f (n) =3" > max 3*(n—k +1) =3"- 


Problema pentru clasa a XI-a 


l a -b 
Fie A4=|b 1 0 
a 0 1 


Sa se calculeze A” - 
Publicată in RMT - nr. 3 / 2005 (XI.174.); Publicată in RIM — nr.XI -2006 (9640) ; 
Publicată in RIM — nr.XV -2008 (10363) 


Solutie: 
0 a -b 
scriem Á = I, + B,undeB=|b 0 0 
a0 0 


Constatam ca B? = O => B* = O, pentru k > 3. 
Folosim formula binomului lui Newton si obtinem : 


A" =1;,+C}B+C?B’ - 


00 0 
Efectuam calculelesi obtinem B? =| 0 ab -b° 
0 a’ -ab 
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Probleme rezolvate 


si 


1 na —nb i 
talab q, Dn Lab n(n—1)b 
2 2 
n(n — 1)a” 1 n(n—1)ab 
2 2 


Problema pentru clasa a XI-a 


Sa se rezolve ecuatia: 


a" +(a+3) =(a+1)' +(a+2),undea > 2 dat. 


Solutie: 

Ecuatia este echivalenta cu (a +3)” —(a+2) =(a+1) -a* 
Aplicam teorema lui Lagrange functiei 

/U)=y pe [a +2,a +3]sipe [aa +1] 

si avem: 30 e (a +2,a +3)a.i f(a +3) - fa +2) = f(0)=x0" => 
> (D(a+3) - (a +2)" = x0]; 

Jé e(a,a+Daii f(a +1)- f(a) = f£) = xé! > 

Sarl)’ -a* = xé; 

Din (1) si (2) ecuatia devine x0" = xE" & x(O*' —E*") =0 
> x=0 


oxe=l. 
Solutiile sunt x € {0,1}. 


Problemă pentru clasa a XI-a 


Sa se rezolve ecuatia: 


(a+a,.,) +(a+a,,) =(a+a,) +(a+a,,) „undea > 0 dat si sirul (a, ) este o progresie 
aritmetica cu termeni pozitivi. 


Solutie: 
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Ecuatia este echivalenta cu 
(at+a,,.)" —(ata,)" =(ata,,,)° (ara) 
Aplicam teorema lui Lagrange functiei 
f(y)=y" peļla+a,,a +a ]sipefa +a, a +a] 
si avem: 30 €(at+a,,ata,,,)al 
-a f(O) = (4,42 


—a,)x0*"; 


f(at+a,,,)-flata,)=(a,, -a,)x0™' > 
= (D(ata,,,)" —(a+a,)" =(a 
Jé e(a+a,_, 
fla + 4,4) fa + ap) = (Gat An ECE) = (Guar "apt > 


> (2)(a + Gai) aa (a F a) = (apy —a,, yee 


n+2 


at+a,,,)ad 


deoarece a, = progresie aritmetica > 

> Ga 7 

Din (1), (2) si (3) ecuatia devine x0" = xE < 
x(0%1 -E*")=00x=0 


n+2 ~a, = Gaal -a 


x-l 
sau 0*1 —-E1=00 (2) =], x-l=0 eS x=l. 
Solutiile sunt x € {0,1}. 
Problemă clasa a XI-a 


Fie C(0;1) cercul unitate si A, A.A, ---A, 


un poligon regulat inscris in C(0;1). 


Spa 


i=l 


Daca P e C(0;1) sa se calculeze: [im a 


iza, min(> ip >) 
i=l E 


2 


Publicată in RIM — nr.X -2005 (9438) 


Solutie: 
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Probleme rezolvate 


(I) P este unul din varfurile poligonului A, A, ---A, - 


Presupunem P = A, -Sestie ca |A,4,| +|4,4,[ +---+|4,4,| = 2nR?. 


n 2 n 2 
CumP = A, siR=1=>(1)))|PA| => 44, =2n. 
i=l k=2 


Din inegalitatea mediilor avem : 
1 1 1 


A Af +|4,4,| lAa + Prk IP 
(A.A, +44 |44, Ta PEN AP n-l> 
2 
> : >t ! zte : ltl) => 
44| 44l |44, 2n 


naste A la 1 (n-1) |. ; 
j ——)= = -Din (1 2 
(2) min, PA x) ni aal | on in (1) si(2) > 
X raf 
> lim — E E 


UDPzA,,i=Ln. 


n 2 n 2 
Sestie ca (3) |PA,| =2nR?.Cum P e C(0;1) > (HY |PA,| =2n. 


i=l i=l 


Din inegalitatea mediilor avem: 


(PA, | +|P4,| +---+|P4, a : ptt ! en > 
|P4,|" |PA4,| PA, 
no l n’ m] n 
>—> (5 = — 
dpa oe ( min), PA, =) 5 
> |P4, í 5 
Din (4)si (5) > lim — = = lim 2 =4. 
n> : n>% nN 


i 


Deci vP e C(0;1) limita cautata este egala cu 4. 


Problemă clasa a XI-a 


1 1 3 a, b, c, 

FieA=|1 5 1 |-Aratatica A” are forma| b, d, b, |,VYneN' sicalculati: 
3 1 1 c, b, a, 

lim În n 

nowe: d, 


Publicată în GM — nr. 12 / 2006 (25687.) & dată la Olimpada de Matematică Faza 
Locală — clasa a XI — a, Bucureşti, 2008 
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Solutie: 


Se aplica urmatoarea lema : 
Lema: Fie I un inel unitar necomutativ ce contine ca subinel corpul comutativ algebric inchis K. 
Fie a e Lun element cu proprietatea ca verifica un polinom f e K[x] de gradp 21, 


polinom care are in corpul K radacinile 4 , 4,,...., 4, 
distincte doua cate doua.In aceste conditii exista si sunt unic determinate 


elementele f,, £,....,f, e I cu proprietatea a" = 4" 2, + 4," pa +... +4," Bp- 


Cu notatiile din lema consideram I = M,(C),K = {al AL eC \ I, fiind matricea unitate si 
f = det(A - 4,), polinomul caracteristic al matricii A. 
Conform Teoremei lui Hamilton - Cayley, matricea A verifica polinomul f. 
I-A 1 3 
f=det 1 5-4 1 |=-% +77 -36.Rezolvamecuatia f = Osi 
3 1 1-4 
obtinem valorile proprii: 4 = 3,4, = 6,4 = —2. 
Determinam matricile A,, A,, A, e M,(C) care sa verifice un sistem de tipul : 
A,+4,+4,=J, 
AA, + În 4, + 44, = A .Rezolvand sistemul obtinem : 
A A, + În A, + În 4, = 4? 


1 111 
| Aï 
3 33 6 3 6 = 0 — 
1 Îi, ee 1 2 2 
A, „4, ,4,=|0 00| 
3%. 3 3 3. 3.3 etd 
1 1 1l 111 3 5 
3 3 3 6 3 6 


Conform rezultatului lemei vom avea: A" = 4," A, +A," 4, +A," A, 
E o Aaa e EN BPO ay Pe aa ua ay 

= ar Cla) grt gnom 329-1) 
Sera ee! Stet, ee Rea PR 

Avem a, =(-1)"2"" +3" +6"",b, =3""(2" —1), 

c, 23r 4671 2" ied = 3 grip 


eohi Gy ar D" 


377(2"-1) 1 
. 1m = => . 
| no 3" 1(142"-2) 2 


RA 


. Ă 6 
lim = lim 3 3 
MIOC 12% n-—l n-—l n-—l n 
dame 6" | 1 1 
( a ( 6 CD) 


Problemă clasa a XI-a 


Bear al! og NR 

(| a aie ee? ratie aN | 
FiematriceaA=|1 i 1 îi —l ... -1 —i|eM (C). 

i =l- -=i l -oi o b | 


Sa se calculeze detA. 


Solutie: 
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Probleme rezolvate 


Lemal 
a; a, a, 
a, a; ana 

O matrice de forma | a,, a, ... a,» |se numeste circulant si 
a az me a 


n-l 
=j a Shad 
detA = []@ +4,€,+...4a,€, ), unde €,,k =0,n—1 sunt radacinile 
k=0 


de ordinul n ale unitatii. 


Demonstratia lemei 1: 


Fie €, o radacina de ordinul n a unitatii si notam 


n-l 
A, SA +Q,é,+..+4,€,  Observamca 


n-l 
Ay ate +... tat 


=i 


n 
EA = A, + QE, +.. +a, E ; 
a Gy POE n-k deaceea A, esteo valoare proprie 


= _ n-l 
E A =a, +E, +... + GE, 


š n-l\¢ j 
iar (1,&,,...,€, ) este vectorul propriu corespunzator. 


Deoarece u" = lare n radacini distincte obtinem n vectori proprii 


n-l 
distincti si n valori proprii distincte.Rezulta detA = A)A,...2,,_, = []@ + AE, +...4 ae”), 
k=0 
Lema 2 
1 x x? n-l 
xl 1 x n-2 
Daca A =| x"? x™ 1 ... x™ [atunci 
2 3 
Me Oe « 1 


detA =(1-x?)"". 


Demonstratia lemei 2: 


n-l 
Din lema 1=> detA =| | (1+xe, +... +x" e") 
k=0 


Pe de alta parte „observam ca „daca u” = 1, atunci 
(xu)"-1 x"-1 

o xu —] = xu —l 

ni n 4 7 (x” -1)" 

ko xel (-1)"(I-x") 


1+ xu +... + (xu) 


Astfel detA = =(1-x")"", 


Solutia problemei 
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1 i i? i i’ 1 2005 

1 2005 1 i i? i5 7 12004 

Deoarece A este de forma | °% i% 1 i p .. 7? 
i io P GS P oa 1 


Re zulta, din Lema 2 pentru x =i, detA = (1-176)? = 279, 


Problemă pentru clasa a XI-a 
Sa se determine a,b e R astfel incat planele 


(P):x—y+z-1=0;(P):x+y+z+a=0(B):x+by+az+1=0 
a)sa aiba in comun un punct; 
b)sa treaca printr - o aceeasi dreapta; 


c)sa se intersecteze dupa trei drepte paralele distincte. 


Solutie: 
a)Pentru ca cele trei plane sa aiba in comun un singur punct 


este necesar si suficient ca sistemul format cu cele trei ecuatii ale 
planelor sa fie compatibil determinat.Prin urmare, 
este necesar si suficient 


ca determinantul sistemului sa fie diferit de zero.Deci: 


1 -1 1 
A={l 1 lj=2a-240>a#1,beER 
1 b a 


b) Pentru ca cele trei plane sa treaca prin aceeasi dreapta 
este necesar si suficient 


ca sistemul de ecuatii P, = 0, P, = 0, P, = 0 sa fie 


compatibil simplu nedeterminat . 

Punand conditia ca rangul matricei acestui sistem 
sa fie egal cu rangul matricei extinse 

si egal cu doi, obtinem solutiile : 

a=Isib=1. 


Cc) In acest caz trebuie ca rangul sistemului P, = 0, P, = 0, P, = Osa 


fie doi, iar rangul matricei extinse a sistemului sa fie trei. 

Astfel fiecare doua dintre plane 

se intersecteaza dupa o dreapta care este paralela cu al treilea plan. 
Din aceste conditii obtinem 


a =lsibzl. 
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Probleme rezolvate 


Problemă pentru clasa a XI-a 


l m -m 
FieA=|m 1 0 
m 0 1 


Sa se calculeze A” - 
Generalizată în RMT - nr. 3 / 2005 (XI.174.); G.M. nr. 2 /2006 (25489) 


Solutie: 
O m -m 
Scriem A=1I,+B,undeB=|m 0 0 
m 0 0 


Constatam ca B? = O > B* = O, pentru k > 3. 
Folosim formula binomului lui Newton si obtinem : 
A" = 1,+C1B+ CR’. 

0 0 0 
Efectuam calculelesi obtinem B? =|0 m” -m° |si 
0 m 


2 
=m 


1 nmo -am 
gee ia n(n—l1)m n(n—l1)m 
2 2 
n(n —Dm” 1 n(n —Dm” 
2 2 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
Se consideră dreptele (a): a a; (x —xX,) = @,a,(y — Yo) = aaa (Z — Zo), 


(b) : b,b; (x — xo) = bb. (Y — Yo) = bib (Z — Zp), şi 
(c) : C363 (X = Xo) = 630, (Y — Yo) = CC, (Z — Zp), - 

Să se demonstreze 
sin Z((a,b),(b,c)) _ sin Z((b,c),(c,a)) _ sin Z((c,a),(a,b)) 
sin (a,c) — sinZ(a,b) sin ZC, D) 
notat cu Z(a,b) unghiul dintre dreptele (a) şi (5), şi cu Z((a,b),(b6,c)) unghiul 


egalitatile: , unde unde am 


diedru determinat de planele (a,b) si (b,c), respectiv analoagele prin permutari 
circulare. 


Solutie.Ecuatiile celor trei drepte sunt echivalente cu următoarele: 
adu 889 dai 8 uite (p) XA 2% Y — Yo Z— Zo 


= i = = ; şi 
a, a, a, b b, b, 
X-X, VW Z-Z 
. 0 _ o 0 
(c): = = : 
Ci Cy C3 


Aceste drepte trec prin punctul O(x9, 929). 
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Metoda l. (sintetic).Fie Aeasi 


Ts) 

AD 1 (b,c),D € (b,c), DB Lb,DC Le = ABLb,DC Le. 

Avem 
AD 
in ZB = sin Z((a,b),(b,c)) = — 
sin sin Z((a,b),(b,c)) aE 
AD 
in ZC = sin Z((a,c),(c,b)) = — 
sin sin Z((a,c),(c,b)) AC 
=> OAsin Z(a,b)sin Z((a,b), (b,c)) = OAsin Z(a,c)sin Z((a,c),(c,b)) > 
sin Z((a,b),(b,c)) _ sin Z((b,c),(c,a)) 


=> ABsin Z((a,b),(b,c)) = AC sin Z((a,c),(c,b)) 


şi prin permutări circulare rezultă 


sin Z(a,c) sin Z(a,b) 
sin Z((a,b),(b,c)) _ sin Z((b,c),(c,a)) _ sin Z((c,a),(a,b)) 
sin (a,c) ~~ sinZ(a,b) — sin£(cb) ` 


Metoda 2. (analitic).Se determină uşor ecuațiile planelor din enunț, apoi se calculează 
unghiurile dintre dreptele date şi unghiurile diedre folosind următoarele: 


e Daca avem un plan (P)şi M(x), 529) € (P), v, =(l,m,,n,), V; =(l,,m,,n,) 
vectorii directori ai dreptelor (d,) şi (d, )concurente conținute în planul (P) 
atunci ecuația planului determinat de punctul M şi dreptele (d,) şi (d,) este 


XX VV Z—Zo 


dată de:(P):| J, m, n, |=0 
l, m, n, 
e Dacă avem dreptele (d,): ee i SEE dai şi 


L m, n 


(d,):-— =) Ne unghiul g format de acestea este dat de 
l, m, n, 


LL +mm, +nn, 


formula: (1)cosg= unde cell; ; 

luă eq’ +m, +n, a +m, +n,” oe 
semnul ¢ se datorează faptului că cele două drepte fac între ele patru unghiuri, 
două ascuţite şi două obtuze(congruente între ele), este deci utilizat pentru a 
caracteriza toate cele patru unghiuri care sunt formate de două drepte neparalele. 

e Daca avem planele (P):Ax+By+CZ+D, =0 ŞI 
(P,):4,x+ B,y+C,Z+D, =0, atunci cosinusurile unghiurilor dintre ele sunt 
date de formula : 

4AA, +BB, CG, 

eV A, +B? ee? E +B; +C 

caracterizarea celor patru unghiuri diedre formate de cele două plane. 
In continuare prin calcul direct se obține: 

sin Z((a,b),(b,c)) _ sin Z((b,c),(c,a)) _ sin Z((c,a),(a,b)) 
sinZ(a,c)  — sinZ(a,b) O sin ZC, D) 

Problema pentru clasa a XI-a, 


(2) coso = „unde £e {- 11} si este utilizat pentru 


Să se calculeze : [527 — 


527- : 


527 -... 
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Probleme rezolvate 


Solutie.Expresia 527 este o fractie continua infinită şi se defineşte ca 
527- 


SLT E 


cea d cit “dis în 1 Bem ad Că : 
limita sirului x, = 527, x,,, = 527 — — .Observăm că şirul este strict descrescător (prin 
x 


n 

; Bi. aie De atena PA ; 1 a 

inducție) şi dacă notăm cu x limita sa aceasta satisface x= 527-—— , sau rescriind, 
x 

x” —527x+1=0.Mai mult x este rădăcina pozitivă a ecuaţiei. 

Acum cum se calculează radicalul de ordin 4 al rădăcinei x? 

Folosim următoarea lemă :”dacă a este rădăcina pozitivă a ecuaţiei x” —bx+1=0 , 


ce 


atunci „Ja este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei x” —xyb+2+1=0 (se 


demostrează uşor).Cu această lemă obţinem că Ax este cea mai mare rădăcină ecuației 


x? —23x+1=0 şi mai departe Vx este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 


54491 
a 
Problema pentru clasa a XI-a, 


x? —5x+1=0, adică 


Fie funcțiile f,g,h:R—R, derivabile cu f(x,)=a,g(x,)=5,A(x,)=c şi 
(fg)'(%) =c, (GA) (x) =a,, (Af) (x0) = b, -Să se calculeze (fgh)'(x,). 


Solutie.Avem (feh)' = f gh + fe'h + feh' = (yh sensi (hf)'g | 


Deci (ff) =O, 


Publicată în RMT — nr. 1 / 2008 (XI.238.) & SM — 1 / 2008 (L.16.). 
Problemă pentru clasa a XI-a, 


Fie OABC un tetraedru tridreptunghic 
(OA L OB,OB L OC,OC L OA,OA = OB = OC =1). 

Considerăm punctele M şi N mijloacele muchiilor AB respectiv BC.Calculati distanța 
dintre dreptele ON şi CM .Generalizati pentru OA = OA = OC =a. 

(În legătură cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distanţei dintre două drepte 
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007) 


Solutie. Alegem reperul Oxyz si A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1).Avem MG.50) şi 


1 


N 0.5.5) .Dreptele ON şi CM sunt necoplanare , iar pentru calculul distanței dintre 


(ov MM) 


vi xv, 


ele utilizăm relația d((d,),(d,)) = , unde vectorii v, ŞI v, sunt vectorii 


directori a dreptelor necoplanare iar punctele M, şi M, sunt puncte curente pe cele 
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A — — 1 1 ae A | 
două drepte.In cazul nostru luom v, = ONO) 10 W3 SOE a) şi 
=at i ; 
MM, = OM Fag z „Se calculează produsul mixt 
(je ae E 
2. 2 
= — —— |l 1 1 
(v,.¥,,M@,M,)= I = ŞI produsul vectorial 
Zz 2 4 
1 1l 
— — 0 
2 2 
i j k 
0. ee = axe ce 
een ae One” ce ae oad E al 
ae | 
2 2 


: ee 11 x , ; 
Distanța căutată este m Pentru OA = OA = OC = ase procedează ca mai sus şi se 


avi 
id? 


obtine distanta 


Problema pentru clasa a XI-a, 


Fie cubul ABCDA'B'C'D' în care O este centrul feței ABCD şi O' este centrul feței 
BCC'B' Calculati distanţa dintre dreptele B'O şi BO’. 

(În legătură cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distanţei dintre două drepte 
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007) 


Solutie. Notăm cu alatura cubului şi alegem reperul Bxyz şi A(a,0,0), C(0,a,0), 
B'(0,0,a) .Avem 05-5) si O' (0.5.5) Dreptele B'O si BO'sunt necoplanare , iar 


pentru calculul distantei dintre ele utilizăm relația 
(BO, BO’, BO) 


d(B'O, BO')) = ————— Avem Bo'=(0,2,2) ,  B'O=(Č,, a) şi 
poxao' ae > 
9 4 4 
2 2 P 
BO=(~,~,0) Se calculează produsul mixt (B'O, BO’, BO) = ane a| =-% ŞI 
22 Di d) 4 
a a y 
2. 2 
i j &k 
ial B'Ox BO: a? a? aa Pl 
produsul vectorial B'O x BO' = Bs ara (el : —, B'OxBO'|=" vi 
2 2 4 4 
9 2 2 
Di 22 
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Probleme rezolvate 


ali 
1l ` 


Distanța căutată este 


Problemă pentru clasa a XI-a, 

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu AB =a, BC =b, AA'=cin care O 
este centrul feței ABCD şi O' este centrul feţei BCC'B'.Calculaţi distanța dintre 
dreptele B'O şi BO'. 

(În legătură cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distanței dintre două drepte 
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007) 


Solutie. Alegem reperul Bxyz şi A(a,0,0), C(0,b,0), B'(0,0,c).Avem 05,20) ŞI 
O' (0.5.5) „Dreptele B'O si BO' sunt necoplanare , iar pentru calculul distanței dintre 


(BO O, BO’, BO) 


ele utilizăm relaţia d(B'O,BO')) = Kea DO Ne 3 
[zo OxBO| 2°2 
—— ab — ab 7 . 
B'O = (—,—,—c) ŞI BO=(—,—.0).Se calculeaza produsul mixt 
2 2 2.2 
9 2 £ 
22 --2 
(B'O, BO' ,BO) = > : —c|= = ŞI produsul vectorial 
ab 4 
2.2 
ij kK 
și ai 22, D 2, 272 
BOxBO -2 A ee. ac ©) IBS _ v9b"c tac’ +ab | 
2 2 4 4 4 4 
9 2 4 
2: 2 
abc 


Distanta cautata este 


A9p?c? ao +a’b? 


Problema pentru clasa a XI-a, 


2005 2006 2007 2008 

f . 2008 2005 2006 2007 
Fie matricea A = eM,(R). 

2007 2008 2005 2006 

2006 2007 2008 2005 


Calculati det A. 
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By) a, on. a, 
a, a, n-l 

Solutie.O matrice de forma |a,, a, ... a,» | se numeşte circulant .Determinantul 
a4, De i, ad 


acestei matrici se calculează mai uşor cu relația (1)det A=/,-4,-..-4,_,, unde A, 


n-19 
k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Dacă notăm cu ¢,, k=0,n-l, 
rădăcinile de ordinul n ale unității, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 


tipul (2) 4, =a,+a,6,+..+4,8," . 


n-l 
Se obţine din (1) şi (2)det A = | ] (a, + ae, +...4,6,""). 

k=0 
În cazul nostru luom (3) a, = 2005, a, = 2006,a, = 2007,a, = 2008 si ¢,, k= 0,3 sunt 
rădăcinile de ordinul 4 ale unităţii, respectiv avem (4) ¢, =1,£, =i,e, =—lé,; =—i. 
Din (2),(3) şi (4) rezultă det A = —128416. 
Problemă pentru clasa a XI-a, 


1 i -l -i 
Fie matricea A = SE Mn SA e M,(R). 
-1 -i 1 i 
i -l1 -i 1 
Calculati det A. 
a d d, 
a, a n-l 
Solutie.O matrice de forma |a,, a, ... a, | se numeşte circulant .Determinantul 
fy. ee ad 


acestei matrici se calculează mai uşor cu relația (1)det A=2,-4,-..-A,_,, unde 4, 
k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Dacă notăm cu £,, k=0,n-l, 
rădăcinile de ordinul n ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 
tipul (2)4, =a, +a,£, +...+ ae, Se obţine din (1) si 
n-l 
(2) det A = J (a, +a,E, ee ee 
k=0 
În cazul nostru luom (3)a, =1,a, =i,a, =—l,a, =-i şi ¢,, k =0,3 sunt rădăcinile de 
ordinul 4 ale unităţii, respectiv avem (4) £, = le, =i,6, =—lé, = —i. 
Din (2),(3) şi (4) rezultă det A=0. 
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Probleme rezolvate 


1 x x E ae 
x"! 1 x n-2 
Metoda 2. Dacă A=|x"* x"! 1... x"? |, atunci folosind faptul că 
x aa ci l 


n-l 
det A = 4-4, A=] (a +4,€,+..0,€,"'), şi pe de altă parte , observăm că 
k=0 


deoarece u” =, atunci avem: 
ee 2) aa Oe iau 


1+ xu + (cu) rezultă 
xu —l xu —l 
n-l n o E D 
(5)det a= |] = Doar, 
wo XE, ll CD(-x) 
În cazul nostru x =i şi n =4, iar din (5) avem det A = (1-i*)*=0. 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
1 2 3... 2008 
2008 1 2 ... 2007 
Fie matricea A =| 2007 2008 1 ... 2006 |eM (R). 
2 3 4n 1 
Calculati det A. Publicată în SM — nr.2 / 2008 
a a, a, 
a, a, n-l 
Soluţie.O matrice de forma |a,, a, ... a,» | se numeşte circulant .Determinantul 
Gs di Sue A 


acestei matrici se calculează mai uşor cu relația (1)det 4 = 4 : A :..: A, unde A, 
k =0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Dacă notăm cu ¢,, k=0,n-l, 
rădăcinile de ordinul n ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 


n-l 


tipul (2) 4, =a, +4,6,+...4+4,8, 


n-l 
Se obţine din (1) şi (2)det 4 =[] (a, + ae, +a). 
k=0 
În cazul nostru luom (3)a, = La, =2,...5s9g = 2008 si €,, k = 0,2007 sunt rădăcinile 
2007 


de ordinul 2008 ale unităţii.Rezultă det A = | | (1+ 22, +3e, +...+ 20082, "). 


k=0 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 


1 i lil. Hi 
-i 1 i -l -i .. -l 
Fie matricea A =|-l -i 1 îi -1 2. i |e Mag (C). 


i -l -i 1 . -i 1 
Calculati det A. 
Publicată in RIM — nr. IX — 2005 (9248) 


Oy a a, 
a, a, n-1 

Solutie.O matrice de forma |a,, a, ... a,» | se numeşte circulant .Determinantul 
Oy Bas ae di 


acestei matrici se calculează mai uşor cu relația (1)det A=/,-4,-..-4,_,, unde A, 


n-19 
k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Dacă notăm cu ¢,, k=0,n-l, 
rădăcinile de ordinul n ale unității, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 


n-l 


tipul (2) 4, =a, +a,€,+...4+4,&, 


n-l 
Se obţine din (1) şi (2)det A= | [ (a, +4a,E, E A pliu cazul nostru det A=0. 


k=0 
1 MB SRI ca, 
x"! 1 x n-2 
Metoda 2. Dacă A=|x"* x"! 1 .. x”? |, atunci folosind faptul că 
x xX x l 
n-l 
det A = 4, : 4 A=] [ Ose. Pa), şi pe de altă parte , observăm că 
k=0 


deoarece u” = 1, atunci avem: 


_(xu)" -1 ee cl 


1+ xu +... +(xu)" rezultă 


xu-—1 xu-—1 
n-l n =j n Lt | n 
X = Să ) - =(1 T, 
ko XE, —l CD(l-x”) 


În cazul nostru x =i şi n = 2008, iar din (5) avem det A = (1 — i)” =0. 


Problemă pentru clasa a XI-a, 
1 2 2? 92007 


32007 2 2006 
Fie matricea A= | 2°% 2%% 1 a. 2% eMail). 
2 Ie a | 


Calculati det A. Publicată in SM — nr.2 / 2008 
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Probleme rezolvate 


Air tă d, 
a, a, da 

Solutie.O matrice de forma |a,, a, ... a,» | se numeşte circulant .Determinantul 
a4 Oy, a ad 


acestei matrici se calculează mai uşor cu relația (1)det A=/,-4,-..-4,,, unde A, 
k=0,n—1 sunt valorile proprii ale matricei A.Dacă notăm cu £,, k=0,n-l, 
rădăcinile de ordinul n ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 


tipul (2)A, =a,+a,6,+..+4,&," . 


n-—l 
Se obţine din (1) şi (2)det A = [ ] (a, + ae, +...4,,""). 


k=0 
1 x 2 n-l 
x”! 1 x n-2 
Daca Acla an dle «cae a Ela atunci folosind faptul că 
2 3 
x x x l 
n-l 


det A = Ay -A,-..:4,_, (a, +a,€,+..a,€,"), şi pe de altă parte , observăm că 
k=0 
deoarece u” =, atunci avem: 
ACN Saeed 
xu —1 xu —1 
n-l ni n DE 
(5) det a= [| = 9 aa, 
rœ X€,—-1 (-1)*d-x") 
În cazul nostru x = 2 şi n = 2008, iar din (5) avem det A = (1 — 27°)”. 


Problemă pentru clasa a XI-a, 


rezultă 


1+ xu +...+ (au) 


Fie K = R sau K =C şi Ae M,(K), o matrice de ordinul n cu elemente din K. 
Daca P(A) = det(A — Al) şi P(O) #0, unde je K şi J este matricea unitate de ordinul 


n , să se arate ca: 
a) A este inversabilă; 


Cyr) 
b) det(A7 — 41) = —— 
P(0) 


Solutie. 
a) P(A) = det(A — AI), deci P(0) = det A .Din ipoteză P(0) + 0 şi atunci det A #0, 
rezultă A este inversabilă. 


b) Observăm că : (1) A(4™ — AI) = I — AA = —A( A a 


(2) det(A(A7! — AI) = det Adet( 4! — AT) = P(0)det(A™ — AT). 


Pe de altă parte din (1) avem (3)det(A(A™ — A/)) = det(—A(A : I)) =( APO) : 
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Din (2) şi (3) rezultă P(0)det(A™ — AD) = (4) PO , deci 


CNPC) 


det( 4 — AN) = = 


XII. Fie f : R° > R? si g:R* — R? care in bazele canonice au matricile : 


3 -2 
sed, a al 

F = „G=|2 -1 
3 -2 3 

-1 1 


a)sa se scrie ecuatiile aplicatiilor liniare f si g; 
b)sa se arate ca f este surjectiva ; 

c)sa se arate ca g este injectiva; 

d)sa se determine o baza in Imf; 


e)sa se determine o baza in kerg. 


solutie : 
a)Y = FX > ecuatiile lui f sunt : p R S 
Y, =3x, — 2x, +3x, 

y, =3x, — 2x, 
Y = GX > ecuatiile lui g sunt :+ y, = 2x, —x, 

V3 =X, +X, 
b)f :V > W este surjectiva o f(V) = W o Imf = W 
<> dimImf = dimW, dar : 
dimImf = rangf = rangF = 2 iar dimW = dimR” = 2 deci f 
este surjectiva. 
c)g este injectiva = Kerg = b) 
dim Kerg + dim Img = dim g; dim Im g = rangg = rangG = 2; 
dim g = dim R? = 2 
rezulta dimKerg = 0, deci Kerg = psi g este injectiva. 


deci g este injectiva. 


— 


dim f = fy e R? Axe R? aif) = y= (pp) (2x, +3% —35,3m, — 24, +345}, 
pentru obtinerea uei baze in Imf dam valori lui x,,x,, x,.Pentru (xx, x) = (0,0,1) si (x,, X3x) = (0,1,0) 


avem (y, y,) = (- 1,3)si (y; ya) = (3,-2) 
rezulta o baza in Imf este A = {(- 1 3), (3,-2)} 


e)dim(Kerg) = 0 , deci nu avem vectori liniari independenti, rezulta ca nu avem baza. 


Publicată in RIM — nr.XIII -2007 (10003) 
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Probleme rezolvate 


Problemă pentru clasa a XI-a, 
; ; 3- ; 
Fie funcția f: DO ROR, f(x)= ae „unde x este ales astfel încât să aibă sens 
-3x 


f(x) =(fofo..o f\x), Vn e N" .Să se determine f(x). 


den ori 


Solutie.Functia din enunţ este o funcție omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcții omografice cu ea însăşi de n ori, se obține tot o funcție omografica.Daca 


i +b 
f(x) = AEN T eR, atunci f (x)= d ls 9 unde a,,b,,c,,d,, sunt 
cx+d ‘ | 
E a, b, a bY 
elementele matricei A” = = ; 
e, d, c d 


Deci, problema revine la a calcula A”, unde A = C ) .Ecuatia caracteristică a 


matricei A este 2° —TrA. A+ det A=0, adică 2° — 44 + 4 = 0, cu rădăcinile 

A, =A, = 2 În continuare considerăm A” = 4," -B+ Aj" -n-C „unde B,C € M,(C) se 
determină pentru n =1 şi n=2. 

Obtinem sistemul: 


2B+C = A 1 0 -3 3 
„care rezolvat da B = şi C= : 
4B+4C = A? 0 1 -3 3 


: 2—3n 3n i 2— “x+ 
Deci A” =2”""- „adică f (x) = Cae an . 
-3n 3n+2 —3n-x+3n+2 
Problema pentru clasa a XI-a, 
Be aa pais 4x, +1 pda : 
Fie şirul (x, ),, definit prin x, = a >0 şi x, = > 3? Vn e N .Să se determine 
7 x, + 

termenul general x, şi să se calculeze lim x, . 

sy , na nad € a,Xo +b, 
Solutie.Sirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este x, = te a 

Cp Xo + n 


4 
2 


caracteristică a matricei A este 4 -74 +10 =0 cu rădăcinile 2, =2 şi 4, =5. În 


d 


n n 


a, b 1 
unde a,,b,,c,,d, sunt elementele matricei A” -Í G l -Í ; „Ecuația 
c 


continuare considerăm A” = 4," -B +4,” -C „unde B,C e M, (C) se determină pentru 


ee cape 
n=1 şi n=2.Serezolva sistemul şi se obține B = b şi C= ; ; „Rezultă 
5 3 3 3 


3 
Poan e a aas CO a 
3 E Si arga 9 p ne (asso pe OP aS"). 


De aici se obtine limx, =1. 


no 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 


Fie sirurile (x, dass: (y, Ea „date prin sistemul de recurente: 


X asl > Xa +3y, 
, Vn 20 cu x, =2, y, =1. 
Vari =-3x, +5y, 


Să se determine termenii generali ai şirurilor (x, Ves ; (y, ) x0 i 


Solutie. Sistemul de relații de recurenţă se scrie sub forma matricială astfel 


-1 3 
a = af), unde A -| 4 i „Dacă dam lui n valorile 0,1,2,...,n —1 obținem: 
Yi n 


X ntl n+l Xo : Xa n Xo : n 
=A™. , deci = A”. . Problema revine la a calcula A”, unde 
Yi Yo Yn Yo 


-1 3 
A= | 3 4 „Ecuația caracteristică a matricei A este 2° — TrA - A + det A = 0, adică 


77 —44+4=0, cu rădăcinile 2, = A, = 2 În continuare considerăm 
A" =/,"-B+A,"-n-C „unde B,C e M,(C) se determină pentru n =1 şi n=2. 
Obtinem sistemul: 


2B+C=A 1 0\. -3 3 
, care rezolvat dă B = şi C= : 
4B+4C = A’ 0 1 


n ana (2730n 3n \ (òX, 1 (2-3n 3n Y2 
Deci A" =2™ . ŞI = a ; 
-3n 3n+2 Y, -3n 3n4+2)\1 
Termenii generali sunt: x, = 2” '(4—3n) si y, =2"1(2—3n),Yn 20. 


Problemă pentru clasa a XI-a, 


ce i ears =% +3 E canta 

Fie şirul (x, l definit prin x, =a>0 şi x,,, = acer , Vn € N“ .Să se determine 
: —3x, + 
termenul general x, şi să se calculeze lim x, . 
nyo 

ee ; RES y a,Xo +b, 
Solutie.Sirul dat este un sir omografic.Se ştie că forma generală este x, = rie 

c,X, +d, 


b -1 3) 
unde a,,b,,c,,d, sunt elementele matricei A” = - a ) -Í R ; „Ecuația 
C — 


caracteristică a matricei A este 4? —44+4 =0 cu rădăcinile A, =2 şi A, =2. În 


continuare considerăm A” = 4," -B +4,” :n-C „unde B,C € M,(C) se determina 


1 
pentru n =1 şi n = 2 .Se rezolvă sistemul şi se obține B = F ) ŞI 


-3 3 3 3 _ 
C = Rezulta A" ăi Dn n n ; apoi x, 2 (2 3n)x, + 3n l 
aot —3n 3n+2 (—3n)x, +3n+2 


De aici se obtine limx, =1. 
nyo 
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Probleme rezolvate 


Problemă pentru clasa a XI-a, 


1+4x 
3+ 2x 
fu) = (o fo...o fx), Yn e N" Să se determine f,(x). 


denori 
Solutie.Functia din enunţ este o funcție omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcții omografice cu ea însăşi de n ori, se obține tot o funcție omografica.Daca 
ax + b a,x+b, 


Fie funcția f: DC ROR, f(x)= „unde x este ales astfel încât să aibă sens 


f(x) = „a,b,c,d e R „atunci f(x) = „unde a,,b,,c,,d, sunt 
cx+d A y 
tes a, b,\ fa bY 
elementele matricei 4” = = f 
Cod, c d 


4 1 
Deci, problema revine la a calcula A”, unde 4 = i y .Ecuația caracteristică a 


matricei A este 2? — TrA- 4 + det A = 0, adică 2? -74 +10 = 0 , cu rădăcinile 
A, = 2,4, =5 .În continuare considerăm A” = A," -B +4,” -C „unde B,C € M,(C) se 
determină pentru n =1 şi n=2. 


Be aye aes 

DE x p_| 3 Beare |B: 3 

Se rezolvă sistemul, care dă B = eE şi C= i 
J3 3 3 


1 | DP ROGGE ca ig? 


Deci A” =—. j i 
SO aS VIRES" 


3 esa f,@= Oransje =") 


J (2.5" a app (DP +51) 


Problemă pentru clasa a XI-a, 

Să se rezolve în M,(R) ecuaţia : A” = - A neN’. 

Solutie.Observam ca det(A”) = 0 .De aici (det A) = 0, de unde det A = 0 .Utilizând 
relația Cayley-Hamilton obținem A” = (T. rA)” - A Considerăm A = É şi obținem 


sistemul: 


1 
Adunand prima si ultima ecuatie rezulta (a +d y = 10, de unde a +d =10” , iar 
n-1 
(a+ d) =10" , apoi înlocuind în sistemul de mai sus obținem: 


E e E E 6 
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l-n 

— [4 8 
Soluţia ecuației este matricea A =10 ” [i a} 
Problema pentru clasa a XI-a, 


2 1 
Fie matricea A = i 3 „Să se determine şirurile (x, ja (y, Joa astfel încât 
A” =x, -Aty,-L, 


6 sit me: 
şi să se calculeze lim —. 


S Va 
Solutie.Folosim metoda inducției matematice. 
Pentru n =1 obținem x, =1,y, =0. 
Pentru n = 2,cum A’ — TrA- A+ det A-I, = O, , rezultă 
x, = TrA =5,y, =-det A = —4. 
Presupunem acum că vn>l,neN 3 x,,y, astfel încât A” =x, : 4+ y, L, Atunci, 
obţinem 4”" = A"A =(x,A + y,1,)A4=x,4 +y, 4 = =x, (x, 4+ y,l,)+ y,4= 
A+ ul, „deci 


(xx, ae )A +X, Vol, > Xa 
Xn = XX, + Y, = (TrA)xX, +Y, 
(1) 
ŞI Yaa = YX, = (det A)x, 
(2) 
Rezultă A” =x, 4+ y, L, Vn2zlnen. 
Din relațiile (1) şi (2) rezultă x, şi y,. 
Astfel, din (2) rezultă y, = —det A-x, ,, care înlocuit în (1), 
obținem x,,, —7rA-x, + det A-x,_, = 0 care are ecuaţia caracteristică 
A” —TrA- A +det 4=0. 
În cazul nostru avem 4? —54 + 4 = 0 cu radăcinile A, =1,4, =4. 
Şirul x, este de forma x, = gå,” + BA,” , unde constantele a şi f se determină din 


ses . ' 1 1 
condițiile x, = 1, x, = 5 .Se rezolvă sistemul şi se obține a = “3 B= A .Rezultă 


1 (1 : 

x, =-~+]=]|-4", care înlocuit în y, = —det 4-x, ,, ne dă y, = ae 4", 
3 \3 3 3 

În continuare rezultă uşor lim A = -1. 


n> Vn 


Problema pentru clasa a XI-a 


3 
Fie funcția f:Dc R >R, f(x)= E~ „unde x este ales astfel încât să aibă sens 
—3x 


f(x) = (fo fo.. f\x), Vn e N* .Să se determine f(x). 


denori 
Solutie.Functia din enunţ este o funcție omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcții omografice cu ea însăşi de n ori, se obține tot o funcție omografica.Daca 
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Probleme rezolvate 


+ : +b 
f(x)= ax+b „a,b,c,d € R , atunci f (x) pes unde a,,b,,c,,d, sunt 
cx+d x n 
nis a, b,\ (a by" 
elementele matricei A” = = , 
Gr. ay c d 


Deci, problema revine la a calcula A”, unde 4 = C 


3 ; aos 
i .Ecuatia caracteristica a 


matricei A este 2° —TrA: 4 + det A=0, adică 1? — 44 + 4 = 0, cu rădăcinile 

A, =A, = 2 În continuare considerăm A” = 4," -B+ 4," -n-C „unde B,C € M,(C) se 
determină pentru n=1 şi n=2. 

Obtinem sistemul: 


2B+C=A S 1 0). -3 3 
„ care rezolvat dă B = 0 ŞI C= ; 


4B+4C = A 1 -3 3 
2-3 3 = 4 
parara ra 7” | adică f(xy E 
—3n 3n+2 —3n-x+3n+2 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
_ 4x, +1 


Fie şirul (x, ),, definit prin x, =a >0 şi x, = ae, Vn e N” .Să se determine 
5 x, + 


termenul general x, şi să se calculeze lim x, . 


no 


a Ata ; i X ax +b 
Solutie.Sirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este x, = es 5 
Ca Xo + n 


c, d 2 3 


SR a, b,\ (4 1) 
unde a,,b,,c,,d, sunt elementele matricei A” -| -| ) „Ecuația 
caracteristică a matricei A este 4? —74 +10 =0 cu rădăcinile A, =2 şi A, = 5. În 


continuare considerăm A” = 4,” -B +4,” -C „unde B,C e M,(C) se determină pentru 


Lot A 
n=1 şi n = 2 .Se rezolvă sistemul şi se obţine B = A a şi C= 7 ; „Rezultă 
33 33 
gall PGS AOS as a OP Shs (2) 
ae 2 x, = + n+ ny’ 
zl- 42.5" gm gpg |? (2-570 EET 


De aici se obține limx, =1. 


n=% 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 


—x +3 


n 


—3x, +5 


n 


Fie şirul (x, ),, definit prin x, =a >0 şi x,,, = , Vn € N* .Să se determine 


termenul general x, şi să se calculeze lim x, . 


no 


aX +b, 


> 


Solutie.Sirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este x, = 7 
C, Xo 1 n 


d -3 5 


ue a, b, -1 " 
unde a,,b,,c,,d,, sunt elementele matricei A” -( l -( ) „Ecuația 
Cc, n 
caracteristică a matricei A este 4? —44+ 4 =0 cu rădăcinile A, = 2 şi 2, = 2. În 


continuare considerăm A” = 4," -B +4,” :n-C „unde B,C e M,(C) se determină 


1 0 
pentru n =1 şi n = 2 .Se rezolvă sistemul şi se obţine B = o ‘| ŞI 


9-3 2-3 3 _ 
C= „Rezultă A” =2"" i A „apoi x, _ 2-3 +30 
-3 3 -3n 3n+2 (—3n)x, +3n+2 


De aici se obtine limx, =1. 


no 


Problema pentru clasa a XI-a, 


1+4x 
3+ 2x 
fi) =(o fo... fix), Vn e N* .Să se determine f(x). 


denori 


Fie funcția f: DC ROR, f(x)= „unde x este ales astfel încât să aibă sens 


Solutie.Functia din enunţ este o funcție omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcții omografice cu ea însăşi de n ori, se obține tot o funcție omografica.Daca 
ax +b a,x + b, 


f(x) = „a,b,c,d e R,atunci f(x) = „unde a,,b,,c,,d,, sunt 
cx+d : 
ate a, b, a by 
elementele matricei A” = = ; 
Cod, c d 


4 1 
Deci, problema revine la a calcula A”, unde 4 = i 3 .Ecuația caracteristică a 


matricei A este 4? — TrA- 4 + det A = 0, adică 2° —74+10=0, cu rădăcinile 
A, = 2,4, = 5 În continuare considerăm A” = 4" -B +4,” -C „unde B,C € M,(C) se 
determină pentru n =1 şi n=2. 


d ek 

Sai š p| 3 3 ee eo 33 

Se rezolvă sistemul, care dă B = 7, 2 şi C= E 
3 3 3 3 
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Probleme rezolvate 


1 


Desi at 1 2 +2-5 =? a5 


Ligne +2.5" Dn 5" 


(2" +2-5")-x+(5" —2") 
(2.52 E, i iri E IE Aa +51) 


) adică f (x)= 


Problemă pentru clasa a XI-a 


Fie şirurile (x, ko (v, ),.9» date prin sistemul de recurente: 


X asl = Xa +3y, 
, Vn >0 cu x, =2, y =1. 
Yny =-3x, +5y, 


Să se determine termenii generali ai şirurilor (x, jar ; (y, Es E 


Solutie. Sistemul de relații de recurenţă se scrie sub forma matricială astfel 


-1 3 
ea = af) unde A -| A i „Dacă dam lui n valorile 0,1,2,...,n —1 obținem: 
Ya n 


X ntl n+l Xo : Xn n Xo . n 
=A”. , deci =A". . Problema revine la a calcula A”, unde 
Yi Yo Yn Yo 


-1 3 
= | 4 i „Ecuația caracteristică a matricei A este 1? — TrA- A + det A = 0, adică 


77 —44+4=0, cu rădăcinile 2, = A, = 2 În continuare considerăm 


A" =/,"-B+A,"-n-C „unde B,C e M,(C) se determină pentru n=1 şi n =2. 
Obtinem sistemul: 


2B+C=A 7 1 0), =o 3 
„ care rezolvat da B= gi C= . 
4B + 4C = A 0 1l 


n ona (2737n 3n ee A 1 (2-3n 3n Y2 
Deci A” =2™ . ŞI =2 3 ; 
-3n 3n+2 Y, -3n 3n4+2\1 


Termenii generali sunt: x, = 2” '(4—3n) şi y, =2"1(2—3n),Yn >0. 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 


Dl 
Fie matricea A = E i „Să se determine şirurile (x, is (y, = astfel încât 
A” =x, :Aty, 1, 


eee eee: 
şi să se calculeze lim —. 


nro Yn 


Solutie.Folosim metoda inducției matematice. 
Pentru n =1 obținem x, =1,y, =0. 
Pentru n = 2,cum A? — TrA- A+ det A-I, =O,, rezultă 

x, =IrA=5,y, =-det A = —4. 
Presupunem acum că Vn>l,neN 3 x,,y, astfel încât A” = x,: 4+ y, I, Atunci, 
obţinem A”! = A"A = (x, 4+ y,1,)A4=x, 4? +y, 4 = =x, (x, 4+ y,l,)+ y, 4 = 
(e: E Ya )A + X Yada z X14 E Yaad „deci 

Xaa = XX, +y, =(TrA)x, + Y, 

(1) 

ŞI Y, = YX, = (det 4)x, 

(2) 
Rezultă A” =x,-At+y,-I, Vnzlnen. 


Din relațiile (1) şi (2) rezultă x, si y,. 
Astfel, din (2) rezultă y, = —det A- x 
obținem x,,, —7rA-x, + det A-x, =0 care are ecuaţia caracteristică 
Z —TrA- A+ det 4 =0. 

În cazul nostru avem 4? — 54 + 4 = 0 cu radăcinile A, =1,4, =4. 


care înlocuit în (1), 


n-1? 


Sirul x, este de forma x, = a4, + BA,", unde constantele a şi f se determină din 


si 1 1 
condițiile x, =1,x, = 5 .Se rezolvă sistemul şi se obține a = E B= i „Rezultă 


eer i -4", care înlocuit în y, =—detA-x, ,, ne dă ee z 4". 
3 83 3 83 


2 ; ` $n ey 
In continuare rezultă uşor lim — =—1. 


no Yn 
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Probleme rezolvate 


Problemă pentru clasa a XI-a, 


4 8 
Să se rezolve in M,(R) ecuaţia : A” = E | neN’. 


Soluţie.Observăm că det(A”) = 0 De aici (det 4)" = 0, de unde det A = 0 .Utilizând 


- b 
relația Cayley-Hamilton obținem A” = (T. rA)" '. A.Considerăm A = É şi obținem 
c 


sistemul: 


1 
Adunand prima şi ultima ecuaţie rezultă (a +d y = 10, de unde a+ d =10” , iar 
n-l 
(a+ d)" =10 ” „apoi înlocuind în sistemul de mai sus obținem: 
4 8 r 3 6 


10 ” 10 ” 10” 10” 


“(4 8 
Soluţia ecuației este matricea A =10 ” [, Al 


Problema pentru clasa a XI-a, 


010 
Fie matricea A=|1 0 0 |. Să se determine şirurile (x, ji (y, Vs tz. ie astfel incat 
00 1 


A" =x, A +y, A+, l, Yne NĀ. 
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Solutie.Procedam prin inducţie : pentru n = 1, relaţia este adevărată 
(x, =0,y, =lz, =0) 
pentru n = 2, relaţia este de asemenea adevărată( x, = 1,y, =0,z, =0); 


pentru n = 3, ţinând seama de ecuaţia caracteristică 
3 2 

A -0,4 +0,A—0,1, =O, 

(1) 


a» a 
22 23 
(o = TrA, 0, = 


d dp 
„0, = det A), avem 


Ay, d» 
x, =Ly, =1,z, =-1. 
Presupunem ca At = x Ar E y,-A+2, -1, este adevărată pentru k > 3 .Atunci avem: 
A’ = A*A = (x, 47 +y,-At+zZ,-1,)A=(45%, + y,)A? + Oa +2, A+ 24%, 1, - 

Xka = X3X, + Vy 
Notam 5 Vu = 3%, +2; » 

Zk = Z3Xk 


(2) 


şi obținem 4*" = x,,,-A° + Ypa A+ Zu Z, deci relația este adevărată Vn e N*.Din 
(2) rezultă relația de recurenţă x,,, = XX, + 3X, + Z3X,2;⁄ 23, căreia i se asociază 
ecuația caracteristică r° = x,r” + par + Z}, care este totuna cu ecuația caracteristică 

A — 0,4 +0,A-06,=0. 


În cazul nostru avem r° =r? +r—1, de unde r, =1,r,, = 


LAS: a 
şi 
2 
RHO a eee h Ee he 
Din condiţiile inițiale x, = 0,x, =1,x, =1 se determina constantele 


5-5 i 5445 


=0,c, = gE 
ci C5 aa T 
Ra IS EAN a SEN | UAB) 
de unde x, = + , 
ig ts 10 2 
n-2 n-2 
Din relaţiile (2) rezultă imediat y, _3v5-5 1+ 5 345 +5 1-5 | 
10 2 10 2 
n-l n-l 
J5.=5| fs) 55. 45( 125 
respectiv z, = 
10 2 10 2 


Problema pentru clasa a XII-a 
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Probleme rezolvate 


{xb4 1 
D hian 
Se considera functia f : (0,0) > R,f(x)= ~ on 


=) ‘os 


1 
2+n 


Sa se calculeze lim ] f(x)dx. 


Stn 


Solutie: 


: f 1 1 
Este suficient sa consideram x € ; $ 
5+n 2+n 


In acest caz H = x si deci 
X+ L 
L], f(x) = 


1 Woe e a 
,1) avem f(x) = 2% si deci 
n x 


pentru x € : 
5+n'3+n 


Pentru x e G 


1 sil 1 
24n 


3+n 
unde {x beste partea fractionara a numaruluireal x sin € N. 


n+5 


X+l n-l 
| sede = fa fo ee Dnt 3Kn+5) 


Stn 5+n 3+n 


Deci limita cautata este zero. 
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bj- Pes 
3n 


X 
fx Aiie 2 
x 3n 


XII .Se considera functia f : (0,0) > R, f(x) = 


unde {x beste partea fractionara a numarului real x si n e N". 
1 


2n 
Sa se calculeze lim( ] f(x)dx). 
no | 


Sn 


Publicată in RIM — nr.XI -2006 (9646) ; Publicată in RIM — nr. XIII -2007 (10002) 


Solutie: 


7 : 1 1 
Este suficient sa consideram x € | —,— |. 
5n 2n 


In acest caz avem{x }= x si deci 


1 1 x-1 
entru x € | —,— |, f(x) = —. 
p E =| & x 
Pentru x e (1) sia ia ery ee 
n 
ay L zt 
2n Sie 2n 
[fod = [2a + [Par = = + In 2 => 
4 ae, ie e 10n 10 
Sn Sn 3n 
1 
2 9 
lim( | f(x)dx) = In —: 
lit J 2 )dx) = In 


Sn 
Problema pentru clasa a XII-a 
Să se calculeze : 
2026 2007 — x — arctg (2007 — 2 Fă 


x — arctgx 


arcte 


1 
Publicată in RIM — nr. XIII -2007 (10004) 


Solutie; 


Facem schimbarea de variabila 2007 - x = t 


2006 
20 — x — arctg(2007 — 2 ie 


D = Í arctg 


i x — arctgx 


E f | t — arctg la- 
506 2007 — t — arctg (2007 — t) 
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săi x — arctgx 
= ] arctg dx 
2007 — x — arctg (2007 — x) 


1 


2007 - x — arctg(2007 - x) _ 


x — arctgx 


Notam ysi f(x) = x — arctgx. 


2 
X 


l+x 
Prin urmare x — arctgx > 0 si 2007 - x — arctg(2007 — x) œ 0, 


Vx e [1,2006] 


Cum f(0)=0si f'(x) = > 0, rezulta ca f(x) > 0 Yx >œ 0. 


2 


: l 
Deci y > 0, cum arctgy + arctg — = ay >0 
Y 


si integrand pe [1,2006 |avem: 
2006 2006 1 2006. z: 
(2) ] arctgydx + ] arctg —dx = ] Bias 
1 1 Y 1 


Din (1) si (2) avem : 27 = 52005 zye N 


Problemă pentru clasa a XII-a, 


Să se calculeze: 
2n 


Sin X - COS 2x 
f = — dx 
y (I +sin x)(1+ sin” 2x) 
Publicată în G.M. — seria A — 4 / 2007 (pg. 316); G.M. — seria B — nr. 4 / 2007 
(25775); Publicată în RIM — nr.XIV -2007 (10176) 


Solutie: 
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(1) Functia / : [a —reat r] — R se numeste a - para, 
daca f(a+x)= f(a- x), Vx € Reulx|<r; 


respectiv a-impara, daca f(a+x)=-f(a-x)vxe R cu x] <r. 


(2)Daca f este continua, atunci 


Î ro z 2- J ra daca f este a — para 
me 0, daca f este a -impara 
(3) Produsul(catul) a doua functii de a - paritati diferite este o functie 
a -impara si produsul(catul) a doua 
functii de aceeasi a - paritate este o functie a - para. 
Fie f, g :[0,27]>R, fœ) =- < sii g0) =<. 
1+ sin“ 2x 1+sin“ x 


Se observa ca f(z — x)= f (7 + x), adica este z - para 


si g(7 —xX) = —g(7 + x) adica este z - impara. 
Functia A: [0,27] — R, h(x) = f(x): g(x) este conform 


(3) z -impara si conform (2) avem: 
27 


Poz sin x-cos 2x he 
y (1+sin? x)(1+sin* 2x) 


Problema pentru clasa a XII-a, 


Să se calculeze: 


-2007 Xushik x 
e” +] 


Publicată in RMT - nr. 1 / 2007 (XII.211.); Publicată in G.M. — seria A — 4 / 2007 
(pg. 316); Publicată in RIM — nr.XIV -2007 (10175) 


solutie: 
Notam (1) f(x) = x", g(x) = $ shx si h(x) = oe 
k=l D sax 
e +1 
Se observa imediat ca (2) f este continua si para, 
g este continua si impara iar h(x) + h(—x) = 1. 


(not) 2007 „72008 (1) 2007 


Rezulta (3) — Í : dx — Í f (x)h(x)dx 
-2007 Dy shhh -2007 
e”! +1 


0,daca f este impara 


Se stie (* X)dx = 
( fF ) 2f f(x)dx,daca f este para 
0 
si ca o functie arbitrara(care nu este nici para nici impara) 
se poate scrie ca o suma de doua functii una para si alta impara; 
astfel (4)h(x) = h (x) + A (x), unde h, (x) = wee = para 


h(x) — h(x) 
2 


sih,(x) = = impara 
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În continuare utilizăm faptul că produsul(câtul) a două funcţii de aceesi paritate este o 
funcție pară şi respectiv produsul(câtul) a două funcţii de paritati diferite este o funcție 


2007 (=) 2007 (*) si (2) 
A= [SOn Ad J fonda = 
a Ae . -2007 —2007 
impară şi obținem: 
2007 2007 2% 
= dx = —__ 
J Pee = 009 


Problemă pentru clasa a XII-a, 


a+2 


Să se calculeze : J ‘a „unde ae N” fixat. 


af (x — = +2-x) 


Publicată în SM — 1 / 2008 (L.22.) 


Solutie.Functia f(x) = l este nemărginită în punctele x=a şi 
4 (x-a)\(a+2-x) 

x=a+2. 
Atunci avem 
a+2 a+2 a+2-6 1 

J ay =lim Í dx = 

AJ (x — = x) q1- (x = a vi ce ae SAS oT)? 
lim arcsin(x — a — 1) 47? == lim [arcsin — 6) — arcsin(£ — 1)] = 5 SI: 
é>0* 
een 60" 
Problema pentru clasa a XII-a, 
1 1004 3014 2008 _: 2007 
Calculati : ] exe a i N A 
A l+x 
Publicată în SM — nr. 1 / 2008 (L.29.) 
2008 _: 2007 1 __2008 2007 
Solutie. Termenul me este impar în x, aşa că A x =0. 
-i 

Mai departe facem substituția x” =y—>1005x'"dx=dy şi calculăm 
1 2x10 4 3014 1 x (ae) 1l r2+y2 

Í 2010 w= 2010 RI 

e PI în aie 4 l+x 1005 + + y? 

1 | 1 1 
=—— |U+ dy = 1+ dy = 
Ti Gare me onl ered 
PEN +h: l 7 dy) = lte eo D 
1005 Ty? 100 5171005 i 


Vezi G.M. nr. 1 / 2005 at 403); G.M. nr. 4 / 2003 (24892) 
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Problemă pentru gimnaziu sau clasa a XII-a, 
Fie N=2.4.6....:2008—1.3.5....:2007 .Arătaţi că 2009 divide pe N. 

Publicată în GMB — 4 / 2009 (C.0:5019) 
Solutie 1. (clasa a XII-a) 


2.4.6....:2008 = [(-2007) - (-2005) - (-2003) -...-(—3) -(-1) ]mod(2009) 
=(1-3-5-...-2007)mod(2009). 
Rezultă N = 0 mod(2009).Q.E.D. 


Solutie 2.(gimnaziu).Generalizare. 

Notăm 4=1-3-5-....(2k-1), B=2-4-6-....(2k), C=2k +1. 

Observam ca 

A=(C-2k)\(C -(2k -2))-....(C-2) = Me +(-1)* -2-4-...-(2k)=Mo +0 -B. 
Rezultă N=-M,.+(1+(-l)‘")-B. 

Acum luom k = 1004 şi rezultă 2009|N .Q.E.D. 


Mayhem Solutions 


M 345. Proposed by John Grant McLoughlin, University of New Brunswick, 
Fredericton, NB. 


The area of isosceles AABC is qv15 -Given that AB = 2BC, express the perimeter 
of AABC in terms of ¢. 


Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 


Obviously q >Q. 
We have two cases. 
1. Case. AB = AC > BC. 
AB = AC =2a, BC =a, and the perimeter is P = Sa. 


a 2 /15 MEO 
4 


With Heron’s formula we have S = je a ; 3 ; E = qvl5. 


Results a= A and the perimeter P = 10/4 ; 


2. Case. AC=BC=a< AB=2a. 
We do in the same way as 1. Case, and obtain P = 4a, 
thehypothesis 


S = Ra- (a) (a) (0) =0 =  qvl5.False. 


In conclusion we have the solutions P = 10./a 
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Probleme rezolvate 


M 349. Proposed by the Mayhem Staff: 


(a) Find all ordered pairs of integers (x,y) with 1 + 2 = > 
x y 


(b) How many ordered pairs of integers (x,y) are there with L + L = Ai 


x y 1200 


Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania 


(a) eee E ET d E E E L 
x y 5 y-5 
i y-5ļ|5y 

x= eZ> x5) => y- 55y -5y +25 > y- 5|25 
y-5 y-5y-5 > y-5-5y+25 


=> y -5 € D, = 115,25) > (Dy € {6,10,30,4,0,-20}. 


x= 2 > (y,x)e {(6,30), (1 0,10), (30,6), (4,—20), (0,0),(—20,4)}. 
y- 


The pair (0,0) is not a solution.So he have 5(five) solutions 
(y, x) e {(6,30), (1 0,1 0), (30,6), (4,—20), (-20,4)} . 


(b) We do in the same way as (a) point. 
We get y —1200)(1200) . (1200)? = 2° -3? -54 , so he have (8+1)(2+1)(44+1)=9 -3-5 


naturals divisors and 2- (9-3-5) = 270 integers divisors of (1200)’. 


If you eliminate the solution (0,0) there are so, 269 pairs of integers (x,y) are there with 
1 1 1 


—+—=—_., 
x y 1200 
Mayhem Solutions 
M 357. Proposed by Mayhem Staff: 
Determine all real numnbers x that satisfay 3% +3=3 +3. 


Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 


3202 23235435 (3) -9+3 = 3" +3” -27 , we denoted by 3" = t , and results 
9t’ —281+3=0. 


28+ 28+2 1 
A = 28* -4-3-9 = 616,1, = sea Ae Sp eră cale 
i 18 18 9 

We return to the substitution and obtain x, = 3, x, = —2. 


xE = 2,3}. 


Mayhem Solutions 
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M 357. Proposed by George Tsapakides, Agrinio, Greece. 
Let a,b and c be positive real numbers.Prove that 


ab(a+b—c)+bc(b+c-—a)+ca(c+a-—b) > 3abc. 


Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 


We use the Theorem:2-+ 2 > 2, Yx,y 20. 
y x 


Proof. + >22 © (x -y7 > 0.Q.E.D. 
y x 


We divide the equation ab(a +b -c)+bc(b+c-a)+ca(c+a-b)23abc, with abc, 
a+b-c b+c-a c+a-b 


and obtain ——— + ———_ + ——__ >3 = 
c a b 
a b b c c a 
<&-— + 1+—+ 1+—+ 12 24+24+2-3=3.Q.E.D. 
e c a a b b 


Mayhem Solutions 


M 357. Proposed by Mayhem Staff. 
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 


We denoted by: C = circle, 

DEAC =P,EF AC =N,FGAC=M,GDAC=0,GQ =GM =x, 
H = Pro D, GH =x-1,GD=x+1,DH =4. 

GH’ + DH? =GD? >x=4. 

EF = 2- radius = 4. 

GF = GH + HF = 6 


(DE+GF)-EF _ 


Area DEFG = 18 
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